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Ce travail [2] a été initialement motivé par l’étude de modèles simplifiés en théorie de la lubrification
(modèles multi-fluides) ou d’ingénierie pétrolière (écoulements diphasiques en milieux poreux avec termes
de gravité). Le comportement asymptotique en temps de la solution d’une loi de conservation scalaire
dans le cas de domaines non bornés a fait l’objet de nombreuses études. Mais lorsque le domaine est
borné, la prise en compte de conditions aux limites devient prépondérante. Par ailleurs, peu de travaux se
sont interessés à cette spécificité : mentionnons ceux de Mascia et Terracina [3] qui ont étudié ce problème
avec un terme source mais pour un flux autonome. Ici, nous considérons des lois de conservation scalaires
sans terme source, mais prenant en compte le caractère non-autonome du flux. On considère donc le
problème suivant :







∂t u + ∂x (A(x, u)) = 0, sur (0, 1) × (0, +∞),
u(·, 0) = u0, sur (0, 1),
u = ū, sur ∂(0, 1) × (0, +∞)

Le flux A ∈ C1([0, 1]2) satisfait les propriétés :

(i) ∀x ∈ [0, 1], A(x, ·) = A(1 − x, ·), A(x, 0) = 0, A(x, 1) = Q ≥ 0,

(ii) ∀u ∈ [0, 1], ∂x A(·, u) ≤ 0 sur [0, 1/2].

(iii) ∀x ∈ [0, 1], ∃α(x) ∈ (0, 1],

{

∂uA(x, ·) > 0 sur [0, α(x)),
∂uA(x, ·) < 0 sur (α(x), 1],

Un cas modèle, issu de la lubrification, est donné par A(x, u) = Q f(u)+h(x)u (1−f(u)), avec f(u) = u,
oú u est la saturation du fluide de référence (lubrifiant liquide dans un palier infiniment long), Q le débit
imposé, h la hauteur normalisée entre les surfaces délimitant la structure du palier. L’exposé est organisé
de la façon suivante :

− dans un premier temps, nous montrons la convergence de la solution vers un état stationnaire qui
dépend de la condition au bord (au sens de Bardos, Le Roux et Nédélec) et de la solution initiale.
Plusieurs modes de convergence apparaissent en fonction de la donnée au bord et de données
structurelles du flux. En adaptant une méthode de Freistühler et Serre [1], on montre l’existence
conditionnelle d’un choc entropique stationnaire dont on caractérise la position.

− dans un deuxième temps, nous mettons en oeuvre une méthode V.F., avec prise en compte de
conditions aux limites non-standard, afin d’illustrer numériquement la présence de discontinuités
correspondant à des chocs entropiques stationnaires. Ces résultats sont appliqués à la modélisation
de la cavitation (i.e. lubrification partielle dans certains mécanismes), les chocs entropiques sta-
tionnaires correspondant à la rupture du film lubrifié.
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