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Introduction

Le modèle de foule que nous proposons est basé sur une approche Lagran-
gienne où chaque individu est pris en compte.
Nous nous intéressons ici à la modélisation de situations d’évacuation : plu-
sieurs personnes se trouvent dans une salle contenant des obstacles et veulent
se diriger vers la sortie.

Présentation du Modèle

Notre modèle repose sur deux principes :

1) On définit un champ de vitesses souhaitées, vitesses qu’auraient les
individus en l’absence des autres. Cette vitesse dépend de la position de la
personne par rapport à la sortie et aux différents obstacles se trouvant dans
la pièce.

2) Les personnes, lors de leur déplacement se gênent mutuellement et
rencontrent des obstacles. Leur vitesse réelle est différente de leur vitesse
souhaitée. Dans notre modèle, la vitesse réelle est la projection euclidienne de
la vitesse souhaitée sur l’ensemble des vitesses admissibles.

I Définitions, Notations

Les N individus sont assimilés à des disques de rayon r, repérés par les coor-
données de leurs centres : q = (q1, ..,qN) ∈ R

2N . Ce vecteur position doit
appartenir à un ensemble de configurations admissibles :

Q0 =
{

q ∈ R
2N , ∀i, j i 6= j Dij(q) = |qi − qj| − 2r ≥ 0

}

Remarque : on peut ajouter des contraintes liées à la présence d’obstacles, ce
qui n’a pas été fait ici, par souci de clarté.

1. Vitesse souhaitée

La vitesse souhaitée des N personnes est : U(q) = (U0(q1), .., U0(qN)) ∈ R
2N .

Un individu se déplaçant avec cette vitesse minimise la distance à parcourir
pour atteindre la sortie. On a représenté ci-dessous le flot du champ des vitesses
souhaitées pour une salle particulière.

2. Vitesse réelle

La vitesse réelle notée u respecte la contrainte de non-chevauchement des
disques. On introduit le cône des vitesses admissibles en q :

Cq =
{

v ∈ R
2N , ∀i < j Dij(q) = 0 ⇒ Gij(q) · v ≥ 0

}

où Gij(q) = ∇Dij(q) et son cône polaire :

Nq = Cq
◦ =

{

w ∈ R
2N , ∀v ∈ Cq v · w ≤ 0

}

= {−
∑

µijGij(q), µij ≥ 0, µij = 0 si Dij(q) > 0}
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II Equation d’évolution

En précisant le lien entre vitesse réelle et vitesse souhaitée (second point de
notre modèle), on aboutit à une équation d’évolution sur la position :

u = PCq
U

⇔ u = (Id − PNq
)U

⇔ u + PNq
U = U

⇒ q̇ + Nq 3 U(q) (1)

III Résultats théoriques

1. Cas particuliers simples

En dimension 1 (personnes dans un couloir) ou dans le cas d’une seule personne
dans une pièce convexe :

Q0 convexe ⇒ N opérateur maximal monotone (Nq = ∂IQ0
(q))

⇒ existence et unicité d’une solution vérifiant (1)
avec une condition initiale q(0) = q0 ∈ Q0 [1]

2. Cas général

Dans des cas plus généraux, personnes multiples dans une pièce quelconque,
Q0 n’est plus convexe. Il est en revanche prox-régulier au sens suivant (cf [2]) :

Q0 est prox-régulier s’il existe un réel r>0 tel que
pour tout point q̃ à distance d < r de Q0,

la projection de q̃ sur Q0 soit bien définie.

Notre problème s’inscrit dans le cadre des processus de rafle introduits par
Moreau [3] dans les années 70. Cependant, la présence d’un second membre
U et la non-régularité de Q0 nécessitent l’utilisation de résultats très récents
de L. Thibault et J. F. Edmond [4, 5] pour obtenir le théorème suivant :

Théorème 1On suppose U Lipschitz.

Alors ∀q0 ∈ Q0, ∃! q(·) absolument continue vérifiant :

{

q̇(t) + N(q(t)) 3 U(q(t)) pp sur [0, T ]
q(0) = q0

IV Présentation du schéma numérique

Initialisation : q0 = q0

Boucle en temps : qn connu

un = PCh(qn)(U(qn))

où Ch(q
n) =

{

v ∈ R
2N , Dij(q

n) + h Gij(q
n) · v ≥ 0

}

qn+1 = qn + h un

Cet algorithme s’inspire d’un schéma initialement développé pour les écou-
lements granulaires [6]. un est approché numériquement par l’algorithme
d’Uzawa (algorithme de gradient sur le problème dual).

Remarque : Il y a existence et unicité de un solution du problème pri-
mal : minv∈Ch(qn) |v−U(qn)|2, mais on n’a pas unicité pour le problème dual
(pour des arrangements cristallins par exemple).

Pour démontrer leurs résultats théoriques, les auteurs de [5] ont construit une
solution approchée en utilisant le fait qu’à une distance suffisamment petite
de Q0, la projection sur celui-ci était bien définie. Si l’on interprète notre
algorithme en termes de position, on a :

qn+1 = PK(qn)(q
n + h U(qn))

où K(qn) =
{

q ∈ R
2N , Dij(q

n) + Gij(q
n) · (q − qn) ≥ 0

}

On projette en fait sur K(qn) qui est une “approximation convexe intérieure”
de Q0. Sur la figure ci-dessous, les points qn+1 et q̃n+1 sont obtenus respecti-
vement après projection sur K(qn) et sur Q0 de qn + h U(qn).
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V Perspectives

? Différencier les individus selon leur stratégie pour atteindre la sortie

? Modèle macroscopique :

La foule est représentée par une fonction densité ρ (0 ≤ ρ ≤ 1) qui se déplace
suivant le champ advectant réel u. (ρ,u) vérifient le problème suivant :

{

∂tρ + ∇ · (ρu) = 0
u = PC(U)

où U est le champ des vitesses souhaitées
et C = adhérence dans L2 de {v ∈ Hdiv, ∇ · v ≥ 0 pp sur {ρ = 1}}

VI Tests numériques

1. RER Gare du Nord : 300 personnes

t =1 t =5

t =30 t =70

t =120 t =210

t =400 t =540

2. Evacuation à deux vitesses : 1000 personnes

t =1 t =20

t =40 t =60

t =80 t =100

t =120 t =140

3. Mêlée : 800 personnes

t =1 t =30

t =45 t =60

t =80 t =100

t =115 t =150
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