Enrichissement singulier a ['aide d'une fonction cut-off d'un fond de fissure avec XFEM
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La modélisation des fissures joue un role important dans la
compréhension des comportements des structures, d’ou l'intéret du
développement de méthodes d’éléments finis adaptées. On s’intéresse
dans ce qui suit au probleme d’élasticité linéaire défini sur un do-
maine fissuré. La méthode XFEM consiste a enrichir par des fonc-
tions singulieres et par une fonction discontinue la base d'une méthode
d’éléments finis classique définie sur un maillage du domaine non fis-
suré (voir [3]). Elle permet alors de modéliser la propagation d'une
fissure en utilisant un maillage fixe indépendant de la géométrie de la
fissure. Des tests numériques ont montré dans [2] que cette méthode
converge en v/ h pour une méthode affine, ol h est le pas du maillage.
La variante de XFEM, dont nous présentons 'analyse mathématique
et numérique (voir [1]), permet d’améliorer la vitesse de convergence
(elle sera en h) sans augmenter le cout de calcul. Le résultat de conver-
gence obtenu est le premier résultat mathématique pour ce type de
\méthodes enrichies.

1 Introduction

~

/ 2 Probleme d’élasticité

Soit {2 un domaine fissuré de frontiere ' = I'p U T'jy U T, ' étant
la fissure, avec

m ['p et 'y respectivement une frontiere de Dirichlet et une frontiere
de Neumann.

=9 [e probleme d’élasticité linéaire défini sur €2 s’écrit :

Trouver u € ¥ tel que a(u,v) = l(v) Vv € 9,

(1)

ou

-0 = {v € HY(Q); v = 0surT'p} est I'espace des déplacements

admissibles,
—a(u,v) = /a(u) ce(u) d, 'D
(2 r,
—l(v) = /f.v + / g.vdl ,
(2 [y '
—o(u) = Mre(u)l + 2ue(u) Q .
est le tenseur des contraintes, . .- Ty

—e(u) est le tenseur des déformations,

— f et g sont deux forces extérieures appliquées respectivement sur §)
et sur 'y,

— A > 0et u> 0 sont les coefficients de Lamé.

En supposant que €2 et les données sont sufhisamment régulieres, la
solution u du probleme (1) vérifie (voir [4])
u — (crup+coupy) =u—us € H>TE(Q),

(2)

ug ¢tant une partie singuliere, et uy et uyy les champs de déplacement
associés respectivement aux modes I et II de fissuration. Elles sont
données en coordonnées polaires par

K; |r cos 9(3 — 4v — cos b)
1+ 2 , 3
E 27'('( /) (Sing(34ucose)> 3
K [ r sin §(C 4 2 + cos 0
upp = BT (1) (SRR G2 Hesf))
E o\ 27 sin 5(C3 — 2 + cos 0)

ou Ky, Ky désignent les facteurs d’intensité de contraintes, r la

distance a la pointe de la fissure, v le coefficient de poisson et
\C’g = 3 — 4v pour le probleme des déformations planes.

ur =

/
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/ 3 Discrétisation

On désigne par
B H(z) une fonction discontinue donnée par :

+1
—1

x* étant la pointe de la fissure et n une normale a la fissure supposée
rectiligne,
mFi(x), 1 < 5 < 4, les fonctions d’enrichissement singulieres

si(x—a%).n > 0,

sSInon,

H(x) = (5)

données par :

{Fj(z), 1<j <4} =

{ /rsin (g), VT cos (g), /7 sin (g) sin (6), /7 cos (g) sin (6) }, (6)

® 7; une triangulation de €2, h étant le pas du maillage.

On définit une méthode d’éléments finis classique affine sur 7;,. Soit
w;, 1 € I, les fonctions de formes P; associées a la méthode. L’espace
\\discrétisé de la variante de XFEM proposée s’écrit

/
N

/
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4
h h 2
V=< :Zaigﬁi—l—ZbiH@i—‘rZCij”y; ai,bi,CjE]R :
il icly j=1
(7)
ou
— I est 'ensemble des indices des noecuds de la methode d’éléments
finis,

— Iz est l'ensemble des indices des noeuds enrichis par la fonction
d'Heaviside.

® ~ est une fonction cut-off C2 définie & condition qu’il existe

0 < rg < rp telle que

v(r) =1if r < ro,
0<~(r)<lifry<r<r,
v(r)=0if ry <.

=9 Le probleme discrétisé s’écrit

~

\\Trouver u e 9" tel que a(uh,vh) = l(vh) Vol e 9", (9)/

/ 4 Estimations d’erreur

Theorem 4.1 Supposons que le champ de déplacement u solution
du probléme (1) vérifie la condition (2), donc

lu = w10 < Chllu = yusllay 0, (10)

ou C > 0 est une constante générique indépandente du domaine.

® On divise {2 en deux sous domaines €27 et {3y 1.
(voir la figure ci-contre). g

® On pose u,g = u — Yus, et on désigne par uy. la restriction de u,.g
sur Q. k € {1,2}.

W Soit uy une extension de wup a travers la fissure (voir [6]).
L’extension uy, vérifie

(11)

=9 Soit u un champ de déplacement satisfaisant (2) et uy, I'extension
de ug. On démontre (voir [8]) qu'il existe un élément unique 17 de

9" tel que
My = {

I étant 'opérateur d’interpolation associé a la méthode classique.

lurlloy e g < Crlluglloren,

"G + yug over Q, 12)
"G + yug over Q.

Remarque Une construction similaire a été faite dans [5] permet-
tant d’intérpoler la discontinuité a travers la fissure. L’intéret de
'opérateur donné par (12) est de pouvoir gérer aussi la singularité.

On démontre aussi les trois lemmes suivants (voir [8])
m Il exite une constante C' tel que pour tout triangle K totalement
enrichi par H et pour tout u vérifiant (2), on a

h
Ju — T"u|l; kno, < Chrogllugllote i (13)

olt pc = {sup(diam(B)); B ballof R?, B C K} et o = th]_(l
m Soit K* le triangle contenant la pointe de la fissure. On a

h
lu —ITMully g = Chogllu —yusllore K+ (14)
® Soit K un triangle partiellement enrichi par H. On a
h
lu —1TMully g+ = Chogllu —Yusllore k- (15)

=9 En utilisant les résultats de convergences locales précédants et le
lemme de Cea on obtient le résultat du théoreme 4.1.

~

ﬁ la méthode d’éléments finis est celle définie dans (7) sur 7. \

5 Tests numeériques

Les tests numériques sont effectués en utilisant la bibliotheque GET-
FEM++ (voir [7]) sous les hypotheses suivantes :

® Le domaine non fissuré Q = [—0.5;0.5] x [—0.5;0.5],

W la fissure I'c = [—0.5; 0] x {0},

m la fonction cut-off v € C2(Q) est définie telle que

v(r)=1ifr < rg=0.01,
v(r) =0if r > r; = 0.49,

et v est identique a un polynome du cinquieme degré si rg < x < 1y,

y

- 10.0

8.57
7.14
5.71
4.29
2.86

1.43

1.00e-05

figure 1

Remarque Si on diminue la différence |r; — 7g|, la fonction cut-off
devient plus raide. Ceci va augmenter les erreurs commises parce que
la fonction cut-off intervient dans ||u—~yus||o¢ ¢ (voir théoreme 4.1).

=9 La figure représente la contrainte de von Mises. La concentration
de cette contrainte met en evidence la singularité au fond de la fissure.

Les figures ci-dessous montrent une comparaison entre les vitesses de
convergence de la methode d’éléments finis classique sans enrichisse-
ment, la méthode XFEM avec une zone fixe d’enrichissement et la
méthode d’enrichissement avec une fonction cut-off.

=9 [a méthode utilisant une fonction cut-off permet d’améliorer les
vitesses de convergence de la méthode sans enrichissement (en h au
lieu de v/h). De plus, elle réduit les erreurs commises.

=9 La vitesse de convergence de la méthode XFEM avec une zone
fixe d’enrichissement et de celle utilisant le cut-off sont quasiment
les memes. Cette derniere permet de réduire le cout du calcul par
rapport a la premiere ou tous les nceuds d’une certaine zone fixe sont
enrichis.
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—6— Without enrichment, slope = -0.99362
—— XFEM enrichment (Enrichment radius = 0.2), slope = —-1.9248
—~4— Cutoff enrichment, slope = -1.7916

T T T T
—©6— Without enrichment, slope = —0.49494
—#— XFEM enrichment (Enrichment radius = 0.2), slope = —0.94354
—~— Cutoff enrichment, slope = —0.92734
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—=©&— XFEM (Enrichment radius = 0.2), slope = 6.3094
10"2L| —*— Cutoff, slope = 3.2194

=P [a figure ci-contre montre
que le conditionnement du systeme
7 o L linéaire associé est meilleur avec la
| i SR méthode utilisant le cut-off. Une
| | RN des raisons est le caractere non-

//M unisolvant de la méthode XFEM

g classique.
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6 Conclusion

® L’analyse mathématique présentée au paragraphe 4 permet de trai-
ter la transition entre I'enrichissement singulier et I'enrichissement par
la fonction discontinue.

® Le résultat de convergence de la variante de XFEM proposée est
quasi-optimal (en H 2Jr€) a cause de la présence du e. Ceci est une
difficulté strictement technique.

® L’analyse mathématique de la méthode XFEM avec une zone fixe
d’enrichissement (sans fonction cut-off) reste un probleme ouvert.

//
~

\\ XFEM method using a cut-off function, en préparation.
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