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1. Les matrices de polarisation. Soit Ω ⊂ R

d un domaine borné, et soit ωǫ une suite d’ouverts inclus
dans K0 ⊂ Ω, où K0 est un compact tel que dist(K0, ∂Ω)> d0 > 0, et tels que |ωǫ| tende vers zéro avec
ǫ. On note 1ǫ la fonction indicatrice de ωǫ. Soient γ0 et γ1 deux fonctions régulières sur Ω. Pour tout
φ ∈ H1/2(∂Ω) de moyenne nulle, on considère le problème suivant

−div ((γ0 + 1ǫ(γ1 − γ0))∇uǫ) = 0 sur Ω, γ0∇uǫ = φ sur ∂Ω.

La solution uǫ est définie uniquement si on impose de plus
∫

Ω
uǫdx = 0. On note u la solution correspon-

dant à |ωǫ| = 0. La fonction matricielle de polarisation M(x) caractérise l’écart, au premier ordre, entre
uǫ et u, loin de l’inclusion. Pour toute fonction ψ régulière sur K0 on a

∫

Ω

ψ(uǫ − u)dx = |ωǫ|

(
∫

Ω

(γ1 − γ0)M(x)∇u∇ψdµ + o(1)

)

.

La mesure de probabilité dµ est la limite faible* au sens des mesures de 1ǫ|ωǫ|
−1dx. La fonction matricielle

M a plusieurs propriétés remarquables. En particulier, elle est symétrique définie positive, indépendante
de φ et du domaine Ω (pour K0 donné). De plus, elle satisfait les bornes suivantes, µ presque partout

min(1,
γ0(x)

γ1(x)
) ≤M(x) ≤ max(1,

γ0(x)

γ1(x)
), trace M(x) ≤ d− 1 +

γ0(x)

γ1(x)
et trace M−1(x) ≤ d− 1 +

γ1(x)

γ0(x)
.

2. Matrices de polarisation des structures minces. Les bornes ci-dessus permettent en fait de
calculer exactement les tenseurs de polarisation de structures minces, c’est à dire tendant asymptotique-
ment vers une structure de dimension n− 1, pourvu que la surface présente une “rugosité” sous-critique.
Une exemple typique sont les ensemble de la forme

{

x ∈ Ω : x′ ∈ Sd−1 ⊂ R
d−1 et |xd| ≤ ǫhǫ(x

′)
}

, où
‖hǫ‖C1 < Cǫ−α avec α < 1.
3. Applications aux arbres bronchiques. Les arbres bronchiques peuvent être aussi vus comme des
structures minces, à géométrie auto-similaire. Une adaptation des résultats précédants permet d’obtenir
les tenseurs de polarisation associés.
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