Schémas numériques pour les problemes faiblement bien posés
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A la suite des travaux de Bérenger sur les couches PML pour la troncature de domaines [1] , un regain
d’intérét apparait pour les problemes faiblement hyperboliques. Si la théorie des problemes fortement
hyperboliques et de leurs approximations est aujourd’hui trs classique, si des résultats généraux ont été
établis pour les problémes faiblement hyperboliques [2], aucune étude de leur discrétisation n’existe. Le
propos de notre travail est de donner quelques réponses en une dimension d’espace.

Considerons le probleme de Cauchy pour U : Ry x R — RY

U (t,x) + A, U(t,z) + BU(t,x) =0, 1
{ U0, .) = U°. (1)

On suppose que la solution de ce probléme vérifie une estimation de la forme:
3K > 0,a>0,Yt>0, [[UE, )]z < Ke®||U° o
Si g1 = 0, le probleme est dit fortement bien posé. Si ¢; > 0, le probleme est dit faiblement bien posé.

Un schéma de Crank-Nicolson appliqué & (1) n’est pas stable au sens usuel [4]. Cependant, il converge
numériquement pour des données initiales raisonnablement régulieres. Pour expliquer ce phénomene,
nous introduisons ici des notions de stabilité pour les schémas prenant en compte la perte de régularité.

Considérons le schéma a un pas a coefficients constants de pas At en temps et Ax en espace:

Q_ 1Vl = QoV™, ou Q_; est inversible.

On dit que le schéma est faiblement stable sur [0,7] de défaut g s’il existe des constantes positives
ho, ko, Kg, ag telles que pour tous At et Az, pour toute étape de temps n,

Az < hg, At < kg, nAt < T = [[V"|ln < Kse®S" [V 1005

ou ||.||n,qg désigne la norme de Sobolev H discréte.

Nous présentons les résultats suivants [3]:
e Analogue du théoreme de Lax-Richtmyer dans le cas faiblement bien posé.
e Etude (en modifiant éventuellement leur définition) de la stabilité des schémas usuels.
e Calcul du taux de convergence du schéma en fonction de la régularité de la donnée initiale.

e Nous illustrons nos résultats par des exemples .
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