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On effectue l’analyse mathématique du problème de Dirichlet pour une équation quasi linéaire hyper-
bolique du premier ordre dont le terme de convection est discontinu par rapport à la variable spatiale.
Ainsi, étant donné un domaine unidimensionnel borné Ω et un réel T strictement positif et fini, le problème
considéré peut-être formellement décrit par:
Trouver une fonction mesurable u sur Q =]0, T [×Ω tel que:
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∂t
+

∂
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(k(x)g(u)) = 0 dans Q, (1)

u(0, .) = u0 sur Ω, (2)

u = 0 sur (une partie de) ]0, T [×∂Ω, (3)

où u0 est une fonction mesurable et bornée.
On suppose que k est une fonction discontinue en un point x0 du domaine d’étude.
La définition d’une formulation faible entropique pour le problème de Cauchy associé à (1) a été introduite
par J.D Towers dans [2]. Lorsque la fonction g est donnée par g(u) = u(1− u) et lorsque k est constante
par morceaux, l’existence d’une solution entropique est obtenue dans [1] par régularisation de k. L’unicité
est établie par une technique de dédoublement des variables en considérant les traces fortes, au sens de
Vasseur ([3]), d’une solution entropique le long de la ligne de discontinuité {x = x0}, de sorte à y exprimer
une condition d’entropie et une relation de Rankine-Hugoniot.
On généralise la définition donnée par J.D Towers et on adapte la méthode utilisée dans [1] pour établir
l’existence et l’unicité d’une solution faible entropique au problème (1,2,3) pour une certaine classe de
fonctions g et lorsque k est lipschitzienne en dehors de {x = x0} et non nulle presque partout sur Ω.
Cette solution u de L∞(Q) est caractérisée par la formulation faible entropique :
(i) ∀κ ∈ R , ∀ϕ ∈ C∞

c ([0, T [×Ω) , ϕ ≥ 0 ,
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∫

Q

(|u(t, x) − κ|ϕt(t, x) + k(x)Φ(u, κ)ϕx(t, x))dxdt −

∫

Q

k′(x)sgn(u − κ)g(κ)ϕdxdt

+

∫

Ω

|u0 − κ|ϕ(0, x)dx + |(kL − kR)g(κ)|

∫ T

0

ϕ(t, 0)dt ≥ 0 ,

où Φ(u, κ) = sgn(u − κ)(g(u) − g(κ)).
(ii) pour presque tout t de ]0, T [ et pour tout réel κ,

k(1)(sgn(uτ
1(t) − κ) + sgn(κ))(g(uτ

1(t) − g(κ)) ≥ 0,

k(−1)(sgn(uτ
−1(t) − κ) + sgn(κ))(g(uτ

−1(t) − g(κ)) ≤ 0,

uτ
1 et uτ

−1 désignant les traces de u respectivement en (+1)− et en (−1)+ au sens de A.Vasseur [3].
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