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Mots-clés : équation de Oseen, Stokes, semi-discrétisation, condition de Dirichlet

On cherche ici à montrer des résultats de convergence pour le système de Oseen semi-discrétisé en espace
dans le cas d’une condition de Dirichlet non homogène peu régulière. Soit Ω ⊂ R

d, d = 2, 3, un domaine
géométrique, régulier ou polyhèdral, non néssairement convexe. On considère la solution (y, p) du système

∂ty − ∆y + (y · ∇)z + (z · ∇)y + ∇p = 0, ∇ · y = 0 in Ω × (0, T ), (1)

y = g sur ∂Ω × (0, T ), y(0) = 0, (2)

où z est une solution stationnaire du système de Navier-Stokes et g ∈ Lp(0, T ; [L2(∂Ω)]d) avec p ∈ [0,∞].
Le système linéaire (1)-(2) intervient dans des travaux récents où g est cherché sous la forme d’une
boucle fermée, afin de stabiliser les équations de Navier-Stokes autour d’un équilibre instable z - cf.
[1, 4]. L’hypothèse d’un g peu régulier est pertinente dans la mesure où certaines applications issues de
la théorie du contrôle imposent des conditions de Dirichlet a priori peu régulières. Il est aussi intéressant
de pouvoir disposer d’estimations où seule la norme Lp(0, T ; [L2(Ω)]d) de g intervient, par exemple si on
s’intéresse à l’approximation d’un contrôle frontière par des fonctions discontinues en espace.
Cependant, si g est seulement dans Lp(0, T ; [L2(∂Ω)]d), nous ne disposons pas d’un relèvement assez
régulier - en espace et en temps - qui permettrait de se ramener à une formulation variationelle classique
avec condition de Dirichlet homogène. C’est pourquoi, à l’instar de [2], nous avons choisi une approche
basée sur la théorie des semigroupes. Il est désormais connu - cf. [3] - que (1)-(2) peut se réécrire sous la
forme abstraite suivante:

Py′ = AzPy + (λ0 − Az)PDzg, Py(0) = 0, (I − P )y(·) = (I − P )Dzg(·).

Ici, P est l’opérateur de projection orthogonale de Helmholtz, Az est l’opérateur de Oseen et Dz est
l’opérateur de relèvement associé à Az . Il s’agit alors de trouver des opérateurs approchés Ph, Azh,h et
Dzh,h, disposant de bonnes propriétés d’approximation, puis d’étudier la convergence de yh, solution de

Phy′

h = Azh,hPhyh + (λ0 − Azh,h)PhDzh,hg, Phyh(0) = 0, (I − Ph)yh(·) = (I − P )Dzh,hg(·).

Nous montrons qu’une discrétisation en espace par éléments finis, au moins polynômiale d’ordre 1 pour la
vitesse et pour la pression et satisfaisant la condition inf-sup classique, fournit un triplet (Ph, Azh,h, Dzh,h)
convenable. Ainsi, l’utilisation de la théorie des multiplicateurs vectoriels de Fourier dans des espaces de
Hilbert, nous permet d’obtenir les estimations suivantes:

‖y − yh‖Lp(0,T ;[Hθ(Ω)]d) ≤ Ch
1

2
−θ‖g‖Lp(0,T ;[L2(∂Ω)]d), 1 < p < ∞, α ≤ θ < 1/2,

‖y − yh‖Lp(0,T ;[Hθ(Ω)]d) ≤ Ch
1

2
−θ| lnh|‖g‖Lp(0,T ;[L2(∂Ω)]d), p = 1,∞, α ≤ θ < 1/2,

où α ∈ [0, 1/2[ dépend de la géométrie de Ω: α = 0 dans le cas d’un domaine Ω régulier ou d’un polyhèdre
convexe et α > 0 dans le cas d’un polyhèdre non convexe. Bien qu’équivalente, notre approche semble
plus simple que celle utilisant la théorie des intégrales singulières - voire par exemple [2, Thm.2.3, 2.4].
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