Tenseurs de polarisation pour les structures minces.
Application aux arbres auto-similaires 2D.

Yves Capdeboscq
Université de Versailles Saint-Quentin-en-Yvelines, France

Canum 06. Session Poumons - biomédical
Mardi 29 mai 2006.


http://www.math.uvsq.fr/~ycrc/

Imagerie d'impédance pour les inclusions de faible volume

V.- (®*Vu®) =0
YEVus -n = ¢

0
v dans Q \ w:
(X)) =4
0% sur we

0<% <0

dans 2
sur 0f).



Imagerie d'impédance pour les inclusions de faible volume
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V-(*Vu*) =0 dans
YEVu® -n = ¢ sur 0f2.

Objectif: Caractériser le comportement asymptotique de wu. sur la frontiere du
domaine dans la limite faible fraction volumique.



Cadre des problemes inverses

On compare

La solution de a la solution (connue) de
V- (y*Vuf) =0 dans Q2 \VAE ('yOVuO) =0 dans (2
Vu®-n =g sur 0f), Vu' -n=gqg sur 09,

sur le bord du domaine.
On peut mesurer I'application Dirichlet - Neumann. g +— u°.

Cadre perturbatif: 4 — 7Y, et «* — u® dans H'(Q)4.
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Formule de représentation générale C - VVogelius

ON
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N(z,y) est la fonction de Neumann associée a V- (vV ):

Vi (WVaN(z,y)) =0 dans Q
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La mesure de probabilité y = lim

1,. converge faible* dans le dual de
e—0 |w€|
c®(9) .




Formule de représentation générale C - VVogelius

Oug ON

92, 8—%(1’, y)dp(x) 4 of|wel)

Vy € 0, ue(y) — uo(y) = wel /Q (11 — 70) (@) Mi; ()

N(z,y) est la fonction de Neumann associée a V- (vV ):

Vi (WVaN(z,y)) =0 dans Q

Yo(x) gﬁ = —§y + \8—19| sur O0f).

La mesure de probabilité y = lim
e—0 |w€|
co (ﬁ) |

La fonction matricielle M est dans L?(Q,du). Les valeurs de M sont des
matrices symétriques définies positives.

1,. converge faible* dans le dual de



La formule dit que

1

| e |
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Définition de M
La formule dit que
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LLes coefficients de M sont définis en terme de fonctions de type correcteur.
On considéere les problemes suivants
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Définition de M
La formule dit que
1 Oug

1o, Vuedr — M;j——dp (& une sous-suite pres).
|we | O

LLes coefficients de M sont définis en terme de fonctions de type correcteur.
On considéere les problemes suivants

(v (Vo) =V (wVe)) dans ©

7 J

\ Yeon Y05, sur OS2,

’06 = x; + cste,

et on définit M par
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Bornes: définition d'une énergie.

Le tenseur de polarisation M vérifie

2

n= 1o.&| dx

Y1
Yo 2
(71 — 7Y0) -~ &7 dx +o(1) .

Vw +

1
Y1 — Yo0) M;;&€du = min /’y
/Q( ) Miiits |we | weH () Jo
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Bornes: définition d'une énergie.

Le tenseur de polarisation M vérifie

Y1 — Y0
Y1

2
Vw + 1o &| dx

1 . .
/Q(Vl—VO)Mijofiﬁde = min /Q%

|w€| weHéer(Q)
1

|w5| We

Y0
+ (71 — ) - €17 dz + o(1) .

avec Q C Q .



Bornes: définition d’une énergie

Le tenseur de polarisation M vérifie

2
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pour toute fonction réguliere et strictement positive ¢ sur Q.



Bornes: définition d’une énergie

Le tenseur de polarisation M vérifie

2
Y1 — 70

1
/ (11 — o) Mijtitiddu = aha / o et 1o.6| da
Q we | weHL,.(Q) Jg 921
1 Y0
+ (v1 — Y0) = |€]° pdx + o(1) .
|w€| We Y1

pour toute fonction réguliere et strictement positive ¢ sur Q.

Cela permet d’obtenir (aprés passage a la limite)

ot 1,70(9”’) €2 < M(2)¢ - € < max 1,70("”) €7,
Y1 () Y1()

pour tout &€ € R?, u presque partout dans I'ensemble {x € Q : vo(x) # 71 (x)}.



Bornes pour le tenseur M (C-Vogelius)

M satisfait, u

min (1, ?;Eg) I; < M(z) < max (1, 3?2;) 1,

et sa trace vérifie u p.p des bornes plus strictes

trace M(z) < d—1+ L (1)
71
1 Y1

trace M "(x) < d—14 — (2)
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Bornes pour le tenseur M (C-Vogelius)

M satisfait, u

min (1, ?;Eg) I; < M(z) < max (1, 1?23) 1,

et sa trace vérifie u p.p des bornes plus strictes

trace M(z) < d—1+ 2 (1)
84!
1 Y1

trace M "(x) < d—14 — (2)
Yo

Formules comparables : Hashin-Shtrikman (H), Murat-Tartar (H),
Lurie-Cherkaev (H), Kohn-Milton (H-P), Lipton (P).



Bornes optimales

En 2D, tout point de I'ensemble limite peut étre atteint comme tenseur de
polarisation d’'une rondelle elliptique.

Az

A2




Plan

1. Formule de représentation et tenseurs de polarisation
2. Bornes ponctuelles et bornes optimales
3. Tenseurs de polarisation pour les structures minces.

4. Arbres auto-similaires 2D



Conséquence des bornes de traces ponctuelles

M vérifie, u p.p.

et

Donc

et si (e,

min (1, z‘igo I, < M(z) < max (1, 32’8) 1,

trace M(z) < d—1+ E,
71

trace M H(z) < d—1+ n
0

Si M(x)eg-eq = Eed - eq alors M (x)eq = Eed
Y1 Y1

.,€eq) est une base orthonormale,

Vie{l,...,d}, M(x)e; =e;



Conséquence des bornes de traces ponctuelles

Le tenseur de polarisation M vérifie

2

NN ¢l pdr

#a!

Vw +

1
/(’Yl—’YO)Mijfifﬂbdu = min /’%
Q Q

|w€| wEHg%er(Q)
1

|CL)5| We

_|_

(11 —70) 2 1e? pdz + o(1) -
Y1

pour toute fonction strictement positive réguliere ¢ sur €2. Donc, si il existe
une suite de fonctions w. telle que

, 1
lim

||V’w5 - 15€d|| — O,
we—0 ‘Wg;‘

alors

d—1
M(x) = Zej ®ej + %ed@)ed,
j=1 !

@ presque partout.



Structures minces (C-Vogelius)

50[

Pour les domaines de la forme

we = {(2', 24) : ' € So, and||x4|| < ehe(z')}
avec pour tout e,

0<c<he<C,||he] Ce™® avec a < 1

, et he — ho faible* L* vers un hg € L*°(Sp). Alors

d—1

ho(x')dxls, et M(x) = Z e; ®ej+ %ed ® eq.
1

1
B fSo ho(z')dx’
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Structures minces (C-Vogelius)

50[

Pour les domaines de la forme

we = {(2', 24) : ' € So, and||x4|| < ehe(z')}
avec pour tout e,

0<c<he<C,||he] Ce™® avec a < 1

, et he — ho faible* L* vers un hg € L*°(Sp). Alors

d—1
1 Yo
du = ho(z)dx's et M(x) = g e, Qe+ —eq R ey.
fSo ho(az’)dx’ ( ) So ( ) — J J -

(Beretta-Francini-Vogelius, Beretta-Mukherjee-Vogelius)
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Arbres auto-similaires minces dyadiques.
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Arbres auto-similaires minces dyadiques.(Briane-C)

Soit Q: le rectangle [1/2 —¢,1/2+ €] x [1/2,1]. Il existe une fonction ¢. continue
lin€aire par morceaux, €gale a x; sur @, supportée par un voisinage de taille /e

de @, et telle que
1

| Q|

Ve — 1q.1172(re) < Cve



Arbres auto-similaires minces dyadiques.(Briane-C)

Soit Q: le rectangle [1/2 —¢,1/2+ €] x [1/2,1]. Il existe une fonction ¢. continue
lin€aire par morceaux, €gale a x; sur @, supportée par un voisinage de taille /e

de @, et telle que
1

| Q|

Ve — 1q.1172(re) < Cve

2k _1

Sur I'arbre dyadique donné par 1z, =301, Y5

définie a partir de ¢ par

1. (27 %z + j) la fonction ¢,

pe = ¢e(T)+ % (¢6(25’3) + ¢ (2z — 1))
7 (8:(42) + 62 (42 = 1) + §u(4z — 2) + g (4z — 3)

-I-...—|—2LN(¢5(2N90)—|—...)

1

vérifie aussi Ve — 11, ||72g2) < CVe

Q|



Arbres auto-similaires minces.

S

(méme résultat)
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