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Présentation du mod éle

_div (o (k:) V) + grad p,
div u;

—div (v; (k;)VE;)

u;

ki

a; (ki) On, w5 — piny + ¢;(w; — uy)[u; —
K

N

~

Modele considéré par R.LEWANDOWSKI et aussi B.MOHAMMADI ET O.PIRONNEAU

f; dans €;,

0 dans €2;,

a;(k;)|Vu;|*?  dans Q)

0 sur I';,

0 surI';,

Osurl', 1 <i#5 <2,

Au; —ug®  surl.
(1)
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— ), borné, convexe de classe C''*1 de R d =2 ou 3.

—({99@ — Fz UF, ou

- I'; : frontiére de non-glissement du fluide

- I': frontiére du glissement du fluide modélisée par une friction.

—u; : lavitesse, p; : la pression et k; : 'énergie cinétique turbulente : ECT .

— «;(k;) et v;(k;) : diffusions turbulentes pour u; et k;.

— ay,v; € WHP(IR) et
VieR, «oi(l)>v, v{l)>v, v>N0.

N
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Schéma iteratif :

—X,; = {Vz' = Hl(QZ‘)d; v; = 0 sur Fz}
—r, " > 0 tels que %—F%: 1, avecr >d.

Formulation pour I'équation de Stokes

Vv; € X, (ai(k?)Vu?+1, Vvi)a, + bz’(Vz',p?H)

+Ci(‘u?+1 o u?+1‘(u?+1 o u;'hLl)? V’i)F — (fiv Vi)in
\V/QZ < L2(Qz)7 bi(u?—i_la Qz) — 07
(2)

N
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Formulation pour I'équation d’ECT

k?“ =0, sur I}, kf“ = Mu?™ —ul ), surT,

Vpi € Wy (), (n(K!)VEFT, Vi), = (ai(R7) Vit 2, gi)a,.
(3)

— La preuve de I'existence d’'une solution du probleme (2)-(3) dans I'espace
X; x L2(€;) x W3 (€;) estdue a R. LEWANDOWSKI

— k; reste positive sur §);.

N v
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Difficultés :

— |Vu,|? € L1(Q,)?

— Terme ECT sur lnterface T':  k; = Au; — ug|? sur T
Solutions proposées :

— Plus de régulartité pour la vitesse et I'énergie

— Schéma converge sous certaines conditions

— Introduction d’un relévement harmonique noté R;.

N v
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Théoreme de convergence :

Soit f; € L?(£2;)%, silasuite u? € Wh3T¢(Q;)? etestbornée dans
Wl’S(Qz’)d

Alors

IV (i —up)llo < K[V (k! — ko

et

V(& = k)0 < K[V(E]! =& )]lo.

ou K? =<(1+ 4.

Etsi /X < 1, Alors le schéma itératif (2)-(3) est contractant.

N
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Théoreme d’unicit é :
Soit f@ S LQ(QZ)d S'il existe U; = (u@-,pi, kz) et ﬁ@ = (ﬁu]_%,Ez) deux
solutions du probleme (1) appartenanta W13+¢(Q)4 x L2(Q;) x W, ().

Alors

V(@ —w)|lo < K[|V (ki — ki)|]o et
IV (ki — k)]0 < K[|V (ki — E3)]|o.

SiK <1,alors U; = U;.

N
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Preuve du th éoreme de convergence :

— Estimation Vitesse-Energie :
IV (™ —uP)lo < % lallool [Eillol [V (] = K77 )]o- (4)
Estimation de ||V (k7" — E)||o :

— oy = kMY — kP — Ry(KPT! — k) dans I'équation ECT aux étapes 7 et
n—+ 1,

— Faire apparaitre k;' — k,?_l — 7 intégrales a estimer,

— Estimations grace a : Injections de Sobolev, relevement harmonique et au

Théoreme suivant :
N J
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Théoreme :

() borné, convexe ou de classe Cl1 de ]Rd.
p > d.

La forme bilinéaire

¢ Hi(T) x W»P(T) — Hgy(T)

®(u,v) = u.v est continue.

— Ce résultat est une conséquence directe d’'un théoreme de P.GRISVARD

enprenant p =3 +¢€, € > 0.

N v
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Passage a la limite :

— La convergence de la suite p;’ se fait grace a la condition inf-sup

— Le passage a la limite se fait facilement grace aux convergences fortes des
suites u}’, k. et p;'

— La limite est l'unique solution du probleme (2)-(3).

Preuve du th éoreme d’unicit é :

La preuve du théoreme se fait en utilisant des estimations semblables a celles de la

preuve du théoreme de convergence.
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Résultats num ériques :

— L'objectif : couplage océan/atmospheére
— Pour le calcul :

2y =]0,5[x]0,1[x]0, 1] pour 'atmosphére
s =]0,5[x] — 1,0[x]0, 1| pour 'océan

— Les constantes numériques de frictions et génération d’énergie
(réalistes) : ¢; = 1073, A=5-10"2

— Coefficients de diffusion et de viscosité :

vi(k1) = a1(k1) =3-1073 40,277 - 10~ *Vkq,
va(ko) = (ko) = 3-1072 40,185 - 10~ 2v/ko.

N
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Méthode num érique et logiciel utulis és:

— On impose u; = (1,0, 0) surla frontiere y = 1
et u; = O sur le reste de 9(£2; U Qs).

— Résultats obtenus avec le logiciel FreeFEM3D
http ://ww. freefem org/ff3d.

— Discrétisation ()1 — ()1 stabilisée par pénalisation sur la pression.

— Le maillage de chaque domaine est 50 x 20 x 20,

— On remplace [u? ™" — u | par [u? — u}| dans (2)— méthode explicite.

N
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FIG. 1 — Champs de vitesses
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(a) partie atmospherique
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FIG. 2 — Pressions

(b) partie océanique
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FIG. 3 — Energies cinétiques turbulentes
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FIG. 4 — Convergence en norme L? des u; et k; en fonction du numéro de litération.

Echelle logarithmique.
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Interpr étation :

— La figure 1 représente le résultat attendu, a savoir une cavité entrainée dont

la rotation s’effectue dans le sens contraire de celle imposée dans I'atmosphére.

— Sur la figure 4 on observe une convergence exponentielle de la solution en
fonction du nombre d'itération (I'erreur mesurée est la norme L? de la difference

entre deux itérés). Ceci illustre I'efficacité de I'algorithme proposeé.
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