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domaine non borné.
Discrétisation : Schéma de Yee.
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Probleme de Cauchy
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Nouvelles définitions

Stabilité faible
Le schéma est faiblement stable de défaut g, si:

T ™

3C, V€ [~ axr Ay

|, @<, et

™ ™

EKS, ElOés, Vn, th € [0, T]7 V§ € I:_E’ E

[ 17O < Kse™h(1+1e]%).

<

Rappels :
° Q-1 Vot = Q V"
avec (&V”)jj A V7 pour o € {~1,0}
o Q :/\(Q71)7100 .
ol Qo’(&) _ P AV’er{Ax

v=—r
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Nouvelles définitions

Stabilité faible

Le schéma est faiblement stable de défaut q. si :

7 @ .
S _ <
3c,vee [ 2], @) TS C, et
w w on astp 92
3Ks, Jas, Vn, t. € [0, T, ¥ € [—2—, 2=, Q)] < Kses"(1+1¢]").

| A\

Consistance faible

Si U est la solution continue du probleme de Cauchy de donnée initiale U°, on
définit I'erreur de troncature 7"(U°) par :

At (U°) = Q_1U(xj, tni1) — QU(x;, tn).
Le schéma est dit gs-consistant de régularité 6, si pour tout U° € HQ(R) :

(7" (U%)|has < L(tn)e(Ax, At)

ol L(t,) est borné sur tout intervalle fini et limax,at—oe(Ax, At) = 0.

v
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Nouvelles définitions

Si V € L%(hZ), on définit son interpolée SV € L?(R) par :

SV(x) = X V(¢)de.

1 /ﬁ
V2T -E

Convergence

Le schéma est dit g4-convergent si pour tout U° € H%(R), pour tout
VO tel que limax,ae—o [|SVO — U°||ja(r) =0, on a :

Ax!lAng—m |U(ts,.) — SV ”LZ(R) =0

Si U € C°(R), on définit son évaluée aux points de la grille par :

Vj€Z, (EU); = U(x)= U(jAx).



Nouvelles définitions Analogue du théoréme de Lax-Richtmyer Taux de convergence Etude d’'un exemple Conclusion et perspectives

Analogue du théoréeme de Lax-Richtmyer

Condition suffisante de convergence

@ Si le probleme de Cauchy est faiblement bien posé de défaut ¢;
@ Si le schéma est faiblement stable de défaut g,

@ Si le schéma est gs-consistant de régularité 6 avec g3 > go > %

Alors le schéma est g, convergent avec q; > max(% +q1,92) et qs > 6.
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Analogue du théoréeme de Lax-Richtmyer

Condition suffisante de convergence

@ Si le probleme de Cauchy est faiblement bien posé de défaut ¢;
@ Si le schéma est faiblement stable de défaut g,

@ Si le schéma est gs-consistant de régularité 6 avec g3 > go > %

Alors le schéma est g, convergent avec q; > max(% +q1,92) et qs > 6.

Condition nécessaire de convergence

@ Si le probleme est faiblement bien posé de défaut g;

@ Si le schéma est g4-convergent

Alors, il est stable de défaut g, > g;.
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Cas d'une donnée initiale peu réguliere
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Taux de convergence

Convergence

Le schéma est dit g,-convergent si pour tout U° € H%(R), pour tout
VO tel que limax,ae—o [|SVO — U°||yau(r) =0, on a :

AX!'A”LO [U(ts,.) — SV [l 2wy =0

10/16



Nouvelles définitions Analogue du théoréme de Lax-Richtmyer Taux de convergence Etude d’'un exemple Conclusion et perspectives

Taux de convergence

Convergence

Le schéma est dit gs-convergent si pour tout U° € H%(R), pour tout
VO tel que limax,ae—o [|SVO — U°||ya(r) =0, on a :

20 IUGEn, ) = SV iy =0

I1EU(tn,.) — V"l i2(hz)

10/16



Nouvelles définitions Analogue du théoréme de Lax-Richtmyer Taux de convergence Etude d’'un exemple Conclusion et perspectives

Taux de convergence

Convergence

Le schéma est dit gs-convergent si pour tout U° € H%(R), pour tout
VO tel que limax,ae—o [|SVO — U°||ya(r) =0, on a :

20 IUGEn, ) = SV iy =0
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Taux de convergence

Hypotheses :
e Probleme de Cauchy faiblement bien posé de défaut g;.
e Schéma faiblement stable de défaut g».

o Condition initiale du schéma V° = EU° € L?(hZ).
P09 — Qr(g)|| < Crntix*(1+1€P) 2.
2

o max(qi,q2) < ga — 5 et s < max(qa,0) — max(qu, g2).
Alors : 3K, a/,VU° € H#(R),
IEU(tn,.) — V|| 262y < Ke® it AxP1 || U] s

s(qa — max(q1, 92))
max(q4, 0) _ max(qla q2)

pr=

10/16
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Evaluation de o

Siona:
eP(ig)At _ @(g)

< r 2\p/2
At < CAX'(1+ [€])

Rappel : HeP(’f)t” - (/?\"(E)H2 < Ct,Ax(1 + [€]2)7/?

11/16



Nouvelles définitions Analogue du théoréme de Lax-Richtmyer Taux de convergence Etude d’'un exemple Conclusion et perspectives

Evaluation de o

Siona:
eP(ig)At _ @(é)

< r 2\p/2
At < CAX'(1+ [€])

alors, on peut prendre :
s=reto=p+q1+q

On obtient alors le taux de convergence :

_ r(ga — max(qs, q2))
B =
max(qs, p + g1 + q2) — max(qi, q2)

Rappel : HeP(’f)t” - (/?\"(E)H2 < Ct,Ax(1 + [€[2)7/?
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Ecriture du schéma

Schéma de Lax-Wendroff modifié pour I'équation 9;U + AdyU + BU =0

urtt —un At no—U, At , ULy —2U" + U”
J J A— —"(AB BA Jj+1 Jj—1 —7A2 J+1 J Jj—1
e Gy GRS 2 Nz
At oo U 207+ UL,
+(1-=B)B 2 =0.
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Ecriture du schéma

Schéma de Lax-Wendroff modifié pour I'équation 9;U + AdyU + BU =0

urtt —un At no—U, At , ULy —2U" + U”
J J A— —"(AB BA Jj+1 Jj—1 —*AZ J+1 J Jj—1
e Gy GRS 2 Nz
At Uly +2UF + ULy
+(1-=B)B 2 =0.

v

2

Y o = AL §Ax
ouz-AXtan( 3 )
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Etude de la stabilité faible

Proposition

Si le probléme continu est faiblement bien posé, alors le schéma de
Lax-Wendroff modifié est faiblement stable sous condition CFL :

VA€ o(A), AR <1

Résultats utilisés :
e Supposons qu'il existe K > 0, § € N tels que pour tout § € [- 2+, 2] .
on ait ||Q(€) — Id|| < KAt(1 + [£]°). Alors le schéma est stable si et
seulement si les valeurs propres A(§) de Q(§) vérifient

VE € [—

T

Ax’ Ax

e Le probleme de Cauchy de symbole P(i€) est faiblement bien posé si et
seulement si

3C>0,Vz €C, |z| > C, VA(z) € 0(P(2)), Mz) = Xoz + fr(2),

ou fy est bornée sur |z| > C et Ao € o(A).

RGIE

13/16
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Résultats numériques

Taux de convergence
Il
&
:
L

*  Valeurs numériques
o5k __ Taux théorique B1 ]

Taux théorique [32

L L L L L L L L L
1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6

Régularité de la donnée initiale

14 /16
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Taux de convergence optimal

Pour un schéma de Lax-Wendroff modifié, on peut prendre :

s=2

o =3+ max(q1, g2)

Rappel : On peut aussi prendre :

s=2etoc=34+q1+q
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Taux de convergence optimal

Pour un schéma de Lax-Wendroff modifié, on peut prendre :

s=2

o =3+ max(q1, g2)

Avec ces valeurs les taux de convergence numérique et
théorique sont proches.

Rappel : On peut aussi prendre :

s=2eto=34+q1+q
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Conclusion et perspectives

e Calcul du taux de convergence optimal pour certains schémas

e Calcul d'un taux de convergence minimal dans tous les cas
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Conclusion et perspectives

e Calcul du taux de convergence optimal pour certains schémas

e Calcul d'un taux de convergence minimal dans tous les cas

Perspectives

e Discrétisation de problémes faiblement bien posés dans le cas
multi-dimensionnel

e Etude du probleme aux limites discret

16 /16
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