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Motivation

Microfluidique : discipline en pleine expansion depuis 10 ans
• microcanaux : transport de nanolitres de fluides
• applications : décryptage du génome [1], utilisation de mi-
crogouttes comme des réacteurs chimiques [2]

[3]

Besoins : mieux connâıtre la dynamique des fluides dans les
gouttes lors de leur évolution dans les microcanaux, dans une
perpective de contrôle et de mélange des écoulements

Contexte physique

• Ecoulements bifluides immiscibles instationnaires
• Faible nombre de Reynolds : Re < 1
• Fluides incompressibles, visqueux, homogènes, newtoniens
• Interface ponctuelle ; Tension de surface constante
=⇒ Modèle de Stokes pour l’écoulement

• émulsions monodisperses, création de gouttes
−→ changements topologiques
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éjection

fluide 1 fluide 1
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=⇒ Méthode Level Set pour suivre les interfaces

Formulation Level Set

• écoulement donné par Stokes monofluide avec η variable

div(2ηDu) −∇p = σκδ(ϕ)n (1)

div(u) = 0 (2)

où Du = (∇u + ∇Tu)/2, σ est le coefficient de tension de
surface, n est la normale à l’interface, κ est la courbure de
l’interface et δ(ϕ) est la fonction de Dirac [4] [5].
• la viscosité η est variable, liée à ϕ :

η = η(ϕ) =

{

η1 dans le fluide 1
η2 dans le fluide 2

(3)

• évolution de l’interface grâce à la fonction level set ϕ :

ϕt + u.∇ϕ = 0 (4)

ϕ est une fonction distance signée ⇒ Redistanciation

[6]

Résolution numérique

• simulations 2D, géométrie en croix

• Conditions aux limites (CL)
♦ parois :







u.τ = αus(η) + βLs(η)∂(u.τ )
∂nw

u.nw = 0
(5)

où nw et τ sont respectivement la normale et la tangente à
la paroi, us est la vitesse de glissement et Ls est la “longueur
de glissement”. Condition mixte (5) pour traiter les cas où
l’interface touche la paroi (α 6= 0 et β = 0 : Dirichlet non
homogène) ou non (α = 0 and β 6= 0 : Navier)

♦ CL classiques en entrée/sortie

• Discrétisation en temps :

κn = div ∇ϕn

|∇ϕn|,

−div(2η(ϕn)(Du)n+1) + ∇pn+1 = −σκn∇(H(ϕn)),

div
(

un+1
)

= 0,
ϕn+1−ϕn

∆t + un+1 · ∇ϕn = 0.

• Discrétisation en espace : méthode volume-fini sur maillage
décalé (u, p)

• Solvers
♦ Stokes : Lagrangien Augmenté
♦ Transport : schéma WENO 5 [7]

Condition de stabilité numérique

Le terme de tension de surface dans (1) induit un couplage
fortement non linéaire entre u et ϕ.
Une analyse de stabilité numérique [8], liée aux ondes capil-
laires pour (1), montre que le pas de temps de discrétisation
∆tσ lié à la tension de surface doit vérifier une contrainte du
type :

∆tσ ≤
η

σ
∆x (6)

Le pas de temps de la simulation doit de plus prendre
en compte la composante convective classique ∆tc =
∆x/ max(u) si bien qu’au final :

∆t = min (∆tc, ∆tσ) (7)

Or, pour nos applications, les paramètres η , σ et les vitesses
d’injection conduisent à

∆tc = 100∆tσ (8)

Une simulation avec tension de surface est donc 100
fois plus longue qu’une simulation sans ce terme.

Relaxation de la contrainte

On propose une méthode de splitting pour avoir une condi-
tion de stabilité moins restrictive sur ∆tσ. Le problème global
(1)-(4) :
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Problème de Stokes
div(2ηDu) −∇p = σκ0δ(ϕ)n et div(u) = 0 sur Ω
+ u = uinj sur ∂Ωinj

couplé au transport
ϕt + u∇ϕ = 0 sur Ω

(9)
est séparé en deux problèmes basés sur la décomposition u
= u1 + u2 où u1 est la vitesse de l’écoulement induit par
l’injection et u2 est la vitesse induite par la tension de sur-
face. Le premier problème n’a pas de tension de surface mais
dispose d’une injection non nulle.
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Problème de Stokes
div(2ηDu1) −∇p1 = 0 et div(u1) = 0 sur Ω
+ u1 = uinj sur ∂Ωinj

couplé au transport
ϕt + u1∇ϕ = 0 sur Ω

(10)

Le second problème prend en compte la tension de surface
mais il n’y a pas d’injection.
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Problème de Stokes
div(2ηDu2) −∇p2 = σκ0δ(ϕ)n et div(u2) = 0 sur Ω
+ u2 = 0 sur ∂Ωinj

couplé au transport
ϕt + u2∇ϕ = 0 sur Ω

(11)
Algorithme :

Donnée : ϕ0

Boucle en temps

Do n = 0, Nmax

Splitting step no1

calculer un solution du problème de Stokes (10)

calculer ϕn+1/2 = ϕn - ∆tnL(un, ϕn) avec ∆tn = ∆x
max(un)

Splitting step no2 : iteratif

ϕ0
n+1/2 = ϕn+1/2

Do k = 0, Kmax -1 avec Kmax t.q.
∑

k=1,Kmax

∆tk = ∆tn

calculer uk+1
n+1/2 solution du problème de Stokes (11)

calculer ϕk+1
n+1/2 = ϕk

n+1/2 - ∆tk+1L(uk+1
n+1/2, ϕ

k
n+1/2)

End Do
Actualisation

ϕn+1 = ϕKmax

n+1/2

End Do

D’aprés (6), on doit prendre ∆tk ∼ η
σ ∆x ∼ ∆tn

100 mais en

pratique, on peut relaxer en ∆tk ∼ ∆tn

10 [8].

Résultats numériques

Wall

Simulation de l’évolution d’une ellipse non confinée. En haut à gauche,
l’interface initiale (en bleu) et les suivantes (en noir). Les trois autres
images montrent l’interface à t = 1.3, 1.7 et 17 ms et la convergence

vers la forme asymptotique circulaire.

Champ de vitesse dans le référentiel de la goutte et lignes de courants

Jet microfluidique avec un modèle de tension de surface 2D (à gauche)
et un modèle 3D (à droite, avec hypothèse d’axisymétrie)
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