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‘ 1. Position du probleme |

On considere une famille de solides M = (M;) et une fonc-
tionnelle J qui a toute déformation ¢ de M associe une
energie J(¢). On cherche a déterminer le minimum de J
sur 'ensemble des déformations sans autointersection.

2. Quel sens donner a la contrainte de non
autoinstersection ?

2.1 Formulation maitre/esclave

Supposons que M est constitué de deux solides M et M,
se déplagant dans R" et que dim(M;) = dim(Ms) = n.

Pour tout x € M>, on pose
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Figure 1: Définition de la fonction gap

Deéefinition de la contrainte

gy(z) > 0 pour tout = € M.

=Solide maitre, My =Solide esclave.
Problemes liés a la formulation maitre/esclave

e Certaines deéeformations satisfaisant les contraintes
présentent des intersections.

e Comment traiter les structures minces(dim(M) < n) ou
les auto-contacts ?

e La fonction gap g n’est pas dérivable, ce qui engendre
des difficultés numériques (phénomene de “chatter”).

2.2 Une formulation alternative

Un plongement de M dans R est une application réguliere
injective de M dans R" dont le gradient est partout de
rang maximal. On note Plon(M; R") 'ensemble des plonge-
ments de M dans R" et nous définissons 'ensemble des
déformations admissibles comme étant I'adhérence des
plongements (pour une topologie dépendant de J),

A(M) = Plon(M; R™).
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Notre probleme consiste donc a déterminer ¢ € A(M) tel
que

o) = nf ) (1

3. Minimisation sur un espace hon convexe |

Calgorithme de minimisation proposé est défini par la
procédure récursive suivante.

1. Initialisation de ¢, par une déformation admissible.

2.Pour tout n > 0, on note ¢,.1 € T(py,), solution du
probleme de minimisation

J (0, = inf J(),
(©n+1) wel%l(son) ()

ou v € TW), Tk) c AM), T(p) convexe. On
stoppe l'algorithme des qu’un point fixe est atteint.
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Figure 2: Etapes de I'algorithme de minimisation

‘ 4. Discretisation du probleme |

On note X I'espace des éléments finis de Lagrange P1
associé a un maillage 7;, et on note

Ap e = {wh € Xy, - dist(yp(T1), ¥p(12)) > €
pour tout Ty et Th € 73, telque Ty N TH = (Z)}.

On applique I'algorithme 3 a la minimisation de J sur Ay, ..
Dans le cas bidimensionnel, on pose

T(on) = {on € X+ naslon)(onl@) - p(a)) 2 e
pour toute aréte a et tout noeud = de 7}, tels que = ¢ a}.

ou nq (1y,) est défini pour toute aréte a et tout nceud = du
maillage tels que = ¢ a par

min ng,z(Yp).(Vn(za) — Yp(x)) = dist(Ppla), Yp(z)) = €. (2)
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Dans le cas tridimensionnel, la définition est un peu plus
complexe: on doit associer une contrainte d’'une part a
tout couple triangle/nceud et d’autre part a tout couple
aréte/aréte. Ainsi, on pose

T(n) = {on € X ¢ ma0n)-en(a) = onlb) = e
pour toutes arétes a et b de 7, telles que a N b = 0,
ny 2 (Yn)-(on(T) — op(x)) = €,

pour tout triangle T" et tout nceud x de 7, tels que = ¢ T},

ou

min 1 - (Vp(2a) — Yplap)) = dist(Pp(a), ¥y(0))

(xq,xp)EaXb

et

min ny . (Yp(er) = Yp()) = dist(y(T), Pp(2)).
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‘ 5. Conditions d’optimalite |

Tout point fixe de lalgorithme 3 vérifie les conditions
d’optimalité associées au probleme de minimisation de J
sur Ay, . al'ordre h.

‘ 6. Un exemple d’application |

On considere une famille de membranes élastiques M;
(dans R?) de densité d’énergie

W(F) = max(|F|? = 1,0)2

fixées a un support, contenant un gaz rare. On minimise
'’énergie totale du systeme

— Z /MZ- W ()dx

ou ¢, est la déformation de la membrane M; et V; le vol-
ume délimité par celle-ci. La figure ci-dessus, représente
différentes étapes de l'algorihtme d’optimisation pour un
systeme constittué de quatres membranes.
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Figure 3: Etapes de la minimisation de I'énergie de membranes elastiques, fixées sur une base et contenant un gaz rare
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