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1 Introduction 3 Résolution numérique du modele ho-

De nombreuses méthodes numériques ont été dévelop-
pées pour les équations d’Euler aussi bien compressibles
qu’incompressibles. Cependant, la zone de transition, i.e.
les équations d’Euler faiblement compressibles posent
probleme a la plupart des solveurs. Nous proposerons
ici une approche originale pour résoudre ce probleme
sur les équations d’Euler 1D isentropiques faiblement

compressibles (EIFC) :

e on utilise la théorie de I’homogénéisation 2 échelles de
G. Allaire et G. N'Guetseng pour développer un nou-
veau modele lorsque le nombre de Mach tend vers 0,

e on résout numériquement ce nouveau modele a l'aide
d’une méthode de volumes finis (on utilise une linéari-
sation de Roe),

e On compare ces résultats numériques a ceux obtenus
a partir d’une résolution directe du modele de départ
(méthode de volumes finis et linéarisation de Roe).

Homogénéisation 2 échelles des équa-

tions EIFC

2.1 Modele de départ

On part du modele de Navier-Stokes 1D introduit par
Grenier[2] :

Or (p@e))

1
Opu — o Opu + 5 0n ((u)”) + oy (1)

atﬁe + 8x< u) = (2)
(3)

Puis on pose

en supposant que la pression p soit suffisamment régu-
liere, que p/(1) = 1 et que ¢§(p°) soit dérivable au moins
une fois en p¢. On obtient

1 1
Aut — o 02us + 5&5(@6)2) + 0 (¢°(p°)) + 25’3;,06 =0 (5

1
i + Ox(pu) + —Gxue =0 (6)

|t—O = uy (7)
P|t:0 = ,00 (8)

Théoreme 1 (E. Grenier). Supposons que les suites (ug) e~ et
(p)e>0 soient dans H S(TY) (s > 3/2) et qu'elles convergent
fortement dans cet espace vers ug et py respectivement. Alors
il existe un T > 0 tel que le systeme (5)-(8) admet des so-
lutions uf, p¢ dans C° (0, T; H5(T*)) bornées indépendamment
de € dans cet espace.

2.2 Homogénéisation 2 échelles

Dans toute la suite on suppose que ug = g, py = pp et on

suppose que la pression p est définie par p(p) = %7 ou
est le coefficient adiabiatique du fluide étudié. On définit
les fonctions suivantes :

ez, 1) = (ue(x +
b(z,t) = (ue(:c —
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avec u = / ug(x) dr et p = / po(x) dz. De plus, on a les
T! Tt
conditions intiales suivantes :
u+p
Fe(,0) = (uo(a) + pole) = =)

b (x,0) = (uo($> — polz) — uz;p)

Alors f€ et b° vérifient :

26’tf€+60x(q1(f€(az £ — b(z + 2, t)+£))
0, (272 + B2 (b + 2, 1))

€ Y

+2ﬂ+§;(1)ﬁf€ (2 p < )) be( Zt,t) — 0

N————

200 + €0, (qf(fe(a: — 2Lty — bz, t) + %))
+0p (P20 + E =2 (ol — 2, 1))
+2U %;(1) hE — ( )) f€< ﬁ t)) —

Les suites (f€)~g et (b€)€>o étant bornées dans
L? (0,T; H? (Tl)), elles admettent des limites faibles
dans cet espace, notées F' et B respectivement, lorsque
e — 0. Alors en multipliant les équations ci-dessus par
une fonction test o sur [0,7) x T! et en faisant tendre ¢
vers 0, on obtient :

/ (z,0) (CEOCZCB—/ /ZFatgodxdt
T1
1

// 2 2 //1
/ / )+ u+p )'OF)&Cgpdxdt
T

2
/ (x,0) (x,0) d:c-/ / 2B Orp dx dt
T!

// 1 2 M — /! 1 —
/ / + >+ : 2];() B)&’xgodxdt
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ce qui est la formulation faible de

//1 9 I //1—
Qatwa(p <;+ F?+ “+p<)pF>o (9)

2T
F(2,0) = 5 (o) + pofar) = “-7) (10)
20, B + Oy (p ”(1; tipy, _21;/ @p B) -0 (11)
B(z,0) = 5 (w(e) — () - 1) (12)

dans L*(0,T; H5(TY)).

Finalement, on pose

Ulx,7,t)=F(x —7,t)+ Bz + T, t)+2—
-

R(x,7,t) = F(x —7,t) — B(z + 7,1) —|—2£

-

En utilisant la théorie de G. Allaire[1], on constate que

ces fonctions sont les limites 2 échelles des suites (u).~

et (p%)eso dans L?([0,T) x Tt H5(TY)). Enfin, on a le
résultat suivant :

Théoréme 2. Si s > 3/2, alors il existe 2 constantes C, C' > (
telles que pour tout € > 0, on ait :

/O ‘ue( ) —=U(-, - 2 1) LT dt < Cé’ (13)
/T ‘ pe(-, 1) — R(- ! t) L g<cle (14)
O Y 767 L2<T1> —_

mogénéisé

L'objectif est donc d’approcher les solutions
u(x,t), p(x,t) du systeme (5)-(8) par des approxi-
mations de Uz, L o 1) et R(z,? -, 1) Pour la résolution des 2
systemes, nous utiliserons une méthode de volumes finis

avec linéarisation de Roe (voir [3]).

—On résout numériquement le systeme (1)-(4) et on ap-
proche u¢ et p¢ et on en déduit une approximation de p°.
On note ces résultats u; et p; .

—On résout numériquement le systeme (9)-(12) en F et
B, et on reconstruit U et R. On en déduit alors une ap—
proximation de (z,t) — U(z,Lt) et (z,t) — R(z,Lt).
On note ces résultats U; et R;.

—On compare u; a Uy et p} a Re.
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Exemple 3. Avec ug(x) = 1+Sm2< )et po(z) = 1+%<$),7 =1,
T = 1072, 40 points en x et 10° points en t.

t =0.05

Nous avons comparé les temps de calculs sur un cas
cos(:z:)

construit a partir des conditions suivantes : up = 1 +

et po(z) =1+ = <> ,ainsiquey=1,T =1:

Valeur| Systeme (9)-(12)
de ¢ Nt = 100 Nt = 1000
1072 | 4sec2’ | 41secl’ 4 sec 7' (Ny = 10°)
1072 | 4sec3’ | 42sec6’ | 51sec6” (N; = 10%)
10% | 4sec?2’ | 40 sec 3’ |16 min 9 sec (NV; = 10°)

Systeme (1)-(4)

La cause de ce probleme est que la condition CFL est en %

pour le systeme (1)-(4), alors qu’elle est indépendante de
e pour le systeme (9)-(12).
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