Un probleme d’Oseen extérieur en dimension deux
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1 Introduction

On considére un domaine extérieur £ de 3° et on s'intérrésse a I'étude du
probléme d'Oseen suivant:

7 .
—vAn 4+ J’.‘(,;Tu + Vo = f  dans 12
)
divuy = g dans (0.1)
o= wu, sur L

Comme le domaine est non borné, on pose une condition sur u a I'infini

lim u(x) = w. (0.2)

|| =

Cette condition est posée pour avoir le comportement de la vitesse a
Iinfini od, ., est un veceur donné de B?. Les équations (0.1) sont
obtenues par Oseen, en linéarisant le systéme de Navier-Stokes qui de-
crit les écoulements des fluides autour d'un obstacle ¥ = [* % (L Le
nombre pnsitif ¢ est la viscosité du fluide, f, g et u.. sont des données du
probléme, representant les forces extérieures, la compressibilité du fluide
et la "valeur” de la vitesse au bord ¢}, Les inconnues sont la vitesse u et
la pression 7 du fluide.

Utilisant une partition de 1"unité (0.13), on décompose (u. %) en {u; +
.y | oz} ol (1.7 ) est solution d'un probléme d'Oseen posé dans
un borné et (i, 7 est solution du probléme d'Oseen posé dans tout le
plan 3

—Au+ ﬂl"‘ + % =f danz B,
o (0.3)

divae =g dans [

Prenant la divergence de la premiére équation de (0.3), le systéme se
découple en deux équations et on est donc amené a I'étude du probléme
d'Oseen scalaire: N
— A+ —u =f dans B, (0.4)
i

ot (¢ = £ = 1), dont la solution fondamentale se comporte a l'infini:

Ofx) = _ﬁﬁ—%p - i 0. ©5)
On va dong, dans notre étude, choisir des poids de la forme {14 p{x}))*{ 1+
s(x))?, on, s{x) =+ — 2. On donne, gréce en particulier aux propiétés du
potentiel d’Oseen 7 # f, des résultats d’existence et d'unicité en théorie
LP 1 < p < o Larésolution du probléme d’Oseen dans le cas 2 permet
ensuite d'étudier le probléme extérieur qui est plus compliqué a la fois a
cause du terme de bord et de la condition de compatibilité qui apparais-
sent en fonction des données et de I'exposant p. Le cas de la dimenssion 3,
un peu moins compliqué, a été étudié par Finn (1965), Galdi (1990), Farwig
(1990) et plus récement par Amrouche et Razafison.

Utilisant,  d'une part les opérateurs weak-type  (pg), e
théoréme d’interpolation de Marcinkievicz et daute part les injections de
Sobolev on obtient:

Théoréme 0.2 Soif [ ¢ L7 ) Alors, o——{O % [ ¢ LV(E),

| et satisfait 'estimation

- "_ inf)c

i

| LI_).]’.‘-J; E'}:I:'(:

. i oy .
(0= f}lreiasy — ||._]fl.0f)| vopesy = Ol f ek (0.7)
Az

De plus, )
1)i)sil<p<2 V(0+[)e ) L (R,
i) Sip=2, Vi0*f)e LW, =6

iii) Si2p<3 VIO [)e LRI LB,
2)Sil<p<d, Oxfe L (BN L=E.

Avec des estimations du type (0.7).

Dans le résultat suivant on résout I'équation (0.4) dans le cas ot § est
donnée dans des espaces avec des poids anisotropiques.

Théoreme 0.3 (O suppose gue 2 < o= 5 of | o J”i (E*), alors on aw =
O+« fe il (B 4 eph ()4 el (p

o oA 4t
De plus, l'estimation suivant est vérifice

() eb Wl e 4P (2.

T
Jerl U4y 5 =) R P e+ [T+ r) 5 (1 4+ )5 2| 4 | T2 uf?)

T ol 2L dx < C a4 0E0+ ) 5|7 .

2 Espaces fonctionnels

Pour ¢t £ 3, p > 1 et mi £ ¥, on définit 'espace de Sobolev avec poids:
W) = {u. £ PN VA ERE (A < o, plr gy e LP{_Q)} _

C'est un espace de Banach reflexif, lorsqu’ il est muni de sa norme na-
turelle. lorsque ¢ + % £ {1, ...}, on dit qu’on est dans un cas critique et
un poids logarithmique est utilisé. Pour plus de détails on peut se référer a
Kufner, Hanouzet, et Amrouche-Girault-Giroire. néaumoins, on rappelle
quelques propriétés et résultats qu’on utilisera par suite. L'application

wE WPH) — dhu e WA

est continue.  L'espace W[#{{2] contient des polynomes de degrés
inférieur ou égal a j, noté P;, ou j € I est défini par

. 2 . 2 . i 2
—lm—ao—=. 8§ wx+—g&H e = — | —o——. sinon.
= gJJ' I +p & i=r [ e o

Le théoréme suivant est fondamental (c.f Amrouche-Girault-Giroire)

Théoréme 0.1 Soit v = 1 un entier et o un nombre véel, alors il existe une
comstante positive £ telle que

Wi € III"'.:LPLRE i \illl;;}; | "= A || W R < “‘l]\".';"“" e
AT

o § est le plus haut degrés des polyndmes contenus dans VWP (R2 ).

3 Léquation d’Oseen scalaire dans ®°.

Nous avons le résultat d'intégrabilité pour la solution fondamentale (0.5):

¥p =3, OCLMEY o vpc]fz’._z[._ T O < LP(E).

Notons aussi que O € L], [B*) ot VO € L, (E).

Rappelons qu'un opérateur ' : f — 7' [} est dit weak-type (p,q) s" il vérifie
(c.f. Stein):

(0.6)

VA =0, mes{x € (T = A) < ((.-,,:,,

N ||.1°||r.r-:nn2_:)qr
i) -

Le systeme d’Oseen dans [*

On étudie, pour le systeme (0.3), Uexistence et 1'unicité du couple vitesse-
pression (. 7} dans des espaces de Sobolev a poids.
un résultat dunicité est donné par:

Lemme 0.1 Si{u, 7} € &1 ) < 813 ) est une solution de (0.3) correspondant
ax données if . g) = (0.0) alors u et & sont des polyndmes.

On définit I'espace des polynomes :

Ny = {I_')\__;r.) CPex PR —AN % V=10 div =U},
3

Notons que Ny = B? x {II} et Ay = 8, x E o1, 8, est I'espace des
polynéomes de degrés un et indépendants de x.
Un résultat d’existence est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 0.4 Soit {f, g1 © Wy '""{E*) x LP(B2), tel que 2 © W, *¥(B2)

et vérifiant, lorsque 1< p < 2, les conditions de compatibilité suivantes:
(if- 1-’1\-'_7 T AW IRY T 0. 08)

i
PR .

(B By amgmnir ey = O (0.9)
1) Si | < p < 3, alors le probléme (0.3} admet une unique solution {u. =) €
Aj

L¥

TIRZ) < LP(RE) tel que ¥ u £ PR et 2% € W, '),

. . ¢ . S OEr] ' 1
3V admet une solution (.7} £ Wy™ (21 < Le(B),

3, unique a un élément Ny prés.

2) Sip = 3, le probléme
telle que sr;:r" = 'I-’\r"\-TI' {

Le probléme extérieur

Dans cette section on étend les résultats obtenus dans le plan au probléme
extérieur. On définit le noyau de I'opérateur:

(. Tu,w) = {— A | ,.d—u | 5o, divu),
s =1 B

par
i

K = {{u,m) €W 70 x L90) 5 Thu,w) = {0,03).

De plus, sil < p < 3, u C L") o, » est donné par:

2 ) 3 . .
- = i g 1<p<2 et ,—pir‘gx gl 2 < p B
d-p 2o 3-p

On commence par:

Le cas p = 2.

On suppose que {? est un ouvert Lipschitsien et on donne la définition
d’une solution faible du probléme (0.1).

Définition 0.2 un vecteur u : {2 —+ [i* est dit solution faible du probléme
{1y avec u. — 0si
() u < H,, (1), tel que Vu LE(§2) et u = 0 sur 992,
(ii) ddiv e = 00 dans i1,
(iii) Vi £ V(1) = {v € D{Y); dive = 0},
’ "
/) VN edr — / —pde = {f . P)p i) (0.10)
o Ja

{')J,“|
Le noyau K75 {12) de 'opérateur T est caractérisé par:

K1) = {{0.0)}.

On donne maintenant un premier résultat d’existence.

Proposition 0.3 Soit {2 un domaine extérieur et Lipschitsien de B . Supposons
quew. = 0,5 = Det f € W, "(00) alors, le probléme (0.1) admet une unigue

a

solution {u, 7 € (w,},-‘2 mnL” (_sz‘:) % L*{AY). De plus, u satisfait l'équation

d'énergie :
Fultdy = ¢
‘ [ ! |[Vu|“de = {f ,u}w\;, e (s (0.12)

On sait trouver une unique paire {i.7) €W ;{12 x L},,(77) solution du
probléme (0.1). Pour motrer que u appartient & L"{{2) et = appartient a
L2{%Y), on utilise la partition de I'unité suivante

Wi ECURY), p b =1, 22 =1 dans By, Supp s © Bag,
(0.13)
etondécompose et en: 1 = fip Hie oL F = wp —wpe. Le couple
(i3, Fipe) appartient a £ (W) 7 (1) ML (1)) x L2{02), alors que (). 7¢ )
verifie au sens des distributions le systéme suivant:

TN ,i{ﬁp.) | Wi =H, diviiip ) =G  dans B,
e

.
o,
H= (—A& + Vf) A, + IV i pu — i — 5T o,
G = iV pu.

On montre que H € W, ' #{ ), ¢ & L4, %’I— € Wy (2] et vérifient
les conditions de compatibilité (0.8), (0.9) et on utilise les résultats obtenus
dans le plan. On pose:

9y

Zy={y=dmg < L¥E ) pl'—’—fr]" :Ejt) =0}

Utilisant un lemme de relévement on montre le théoréme suivant

Théoréme 0.5 Soit £} un domain extérieur et Lipschisien de B2, Soit f &
10 Lo ; 5 : :
W, J"(S!), g & Fyetu. e HZ{) Alors, le probléme ((L1) admet une unigue
. S .
solution (u, ) (WU nnr IZ_S!_}) x LA

Le cas général: | < p < oc.

On veut ici, résoudre le probléme (0.1) dans le cas général 1 < p < oc.
On commence par étudier le probléme pour p > 2 et on procéde par
dualité. Pour caractériser le Noyau )'Cj,l i£}) pour p > 2 on a aura besoin
des définitions suivantes:

1 1

uy = O+ —=br el ="+

2] ‘ST 014

ou, la paire ({3.F) désigne la solution fundamentale du probléme
d'Oseen en dimension deux.

Proposition 0.4 Soit {2 un domaine extérieur de % de classe O+

(i) Si2 < p< Jalors, K7i8) = {{0,0)}.

(ii) Sip > 3alors

KN = {elp —ug. p—m). v 3,
oil {gs. ) est Uunique solution dans Wy (§0) x L*(S1) du probléme

“Ap+ j% +¥p=0 divp=0 dams 0 ¢ p=u sur T.
1

Lecas | < p« 2

Pour résoudre le probléme (0.1) avec 1 < p = 2, on a besoin du résultat
suivant

Proposition 0.5 On suppose 1 < p < 2 et 0 un domaine extérieur de classe
CYL Soitf £ Wy, () satisfaisant, si 1 < p < £, la condition de compatibilité:

Viw.n) € Ky (). {f.w) =1 (0.15)
n

T

o .
Alors, il existe un unigue u €W [IJ._v{_Q} vériftant pour tout {v, 4} £ (W .;I,"h () x
L)), tel que dive = 0:

o
—Aw— 22 (0.16)

- Vg f =if.v . .
G| 4 W E oy f-o) W P

Finalement, on résout le probléme d’'Oseen nonhomogéne, pour 1< o<
[ReX

Théoréme 0.6 Soient {2 un domaine extérieur de classe ¢, f £ W, LR,

e L0 et u, € 'I-’v"‘_-"”[l']. De plus, on suppose que, si | < p = ?‘ on a la

condition de compatibilité
o) € K00 {f.oke — oo N —gllnujr =90, (017)
Alors, le probléme (0.1) admet wne solution (w.5) € Wi % LF(0 telle que
e Wy, De plus,

(i) sil < p= Salors, w € L8, et (u.w) est 'unique solution de (0.1).

(i} Sip = 3, (.« estune solution de (0.1) unique d un élément prés de K7 (82).




