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Etant donn�ee une option europ�eenne (put ou call), on veut r�esoudre le
probl�eme de r�eplication optimale :

Trouver une strat�egie de portefeuille auto�nanc�e qui approche le
mieux possible la fonction de payo� �a maturit�e

Exemple : cas d'un put : fonction de payo� : F (P ) = Max(K � P; 0)
K prix d'exercice et P prix de l'actif sous-jacent.

Cas des march�es complets : il est possible de trouver un portefeuille
qui r�eplique exactement le payo�
Mod�ele de Black and Scholes (1973)

March�es incomplets : (par exemple, volatilit�e stochastique) : une
r�eplication exacte est impossible.
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Pb : comment peut-on approcher au mieux la fonction de payo� �a
maturit�e ?
Bertsimas, Kogan, Lo (2001)

Portefeuille constitu�e d'actions et d'actifs non risqu�es :
V (�) valeur du portefeuille �a l'instant �

�(�) nombre d'actions d�etenues, P (�) prix de l'action, B valeur des
actifs non risqu�es.

V (�) = �(�)P (�) +B(�); 0 � � � T
On cherche une strat�egie de portefeuille �(�) telle que la valeur
terminale V (T ) soit aussi proche que possible de F (P; �)
(� : volatilit�e).

�2(V0) =min
�

E((V (T )� F (P (T ); �(T )))2=(V0; P0; �0))

�(V0) erreur de r�eplication
�� =min

V0
�(V0) erreur de r�eplication optimale
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Black and Scholes : il existe des strat�egies de r�eplication optimale
pour lesquelles �� = 0

March�es incomplets : ce n'est plus le cas.

dP = �Pdt+ �PdWP ; d� = g(�)dt+ k�dW�

WP et W� mouvements browniens de covariance dWP dW� = �dt

J(�; V; P; �) = min
�(s); s��

E
�
(V (T )� F (P (T ); �(T )))2=(V (�); P (�); �(�))

�

J est quadratique en V : J = a(V � b)2 + c

a; b; c solutions d'un syst�eme d'EDP.
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g(�) = ���(� � �1) ( � > 0 , �1 2]0; 1[ )

g1(�) = g(�)� 2�k�f(�); g2(�) = g(�)� �k�f(�)

f(�) =

8<
:
�

�0
si � � �0

�

�
si � � �0

Conditions �a maturit�e :a(T ) = 1; b(T ) = F (P; �); c(T ) = 0 ;

contrôle optimal :

�� =
@b

@P
+
�k

P

@b

@�
�
V � b

a

�k

P

@a

@�
�

f(�)2

P
(V � b) :

erreur de r�eplication en fonction de V0 : J(0) = a(0)(V0 � b(0))
2 + c(0)

�� =
p
c(0) et ��(0) =

@b

@P
(0) +

�k

P

@b

@�
(0) .
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La r�eplication exacte est possible si k2(1� �2) = 0 , ce qui correspond
aux 2 cas :

- la volatilit�e est une fonction d�eterministe du temps (On retrouve
BS)

- Les mouvements browniens r�egissant les prix de l'action et la
volatilit�e sont parfaitement corr�el�es.

t = T � � ; u1 = ln a
��!x; P�!y; b�!u2; c�!u3

Conditions initiales : u1(0) = 0; u2(0) = F ; u3(0) = 0
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Calcul de u1

� = �2 � 1
2 ; F1(x) = f2(x)

@u1
@t

�
1

2
k2x2

@2u1
@x2

� g1(x)
@u1
@x

+ �x2
�
@u1
@x

�2

+ F1(x) = 0

- F1 � 0 , d�ecroissante et born�ee, F 0
1 born�ee

- F̂ (x) = xF 0
1(x) born�ee

- g1(x) = x�(x) , �(x) = ��(x� �1)� 2�kf(x)

� born�ee sur [0; �2]
� � 0 , d�ecroissante sur [�2;+1[
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Pb parabolique :

@u1
@t

�
1

2
k2x2

@2u1
@x2

+ F1(x) = 0

V1 =

�
v 2 D0(R+)=

v

1 + x
2 L2(R+);

xv0

1 + x
2 L2(R+)

�

�tn = tn+1 � tn
(xi) suite de r�eels strictement croissante (x0 = 0) ; hi = xi � xi�1;
Ii = (xi�1; xi) , IN+1 = (xN ;+1)

V1h =
�
vh 2 C

0(R+)= vhjIi 2 P1; 1 � i � N; vhjIN+1
2 P0

	

(un+11h ; vh)h+�tna(u
n+1
1h ; vh) = (un1h; vh)h��tn(�hF1; vh)h; 8vh 2 V1h
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terme du premier ordre nonlin�eaire : �x2
�
@u1
@x

�2

vnhjIi = vni =
un1i � un1;i�1

hi
; 1 � i � N; vnN+1 = 0 .

u
n+ 1

2

1i = un1i � ��tnx
2
i (v

n
i )

2 si � > 0

u
n+ 1

2

1i = un1i � ��tnx
2
i+1(v

n
i+1)

2 si � < 0

terme du premier ordre lin�eaire : sch�ema d�ecentr�e implicite.
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un+110 = u
n+ 1

2
10 ��tnF10
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�
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+

1

hi+1

�
+ 
i

�
1� �i
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�
�i
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��
un+11i

�
�tn
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(�i � �i
i)u
n+1
1;i�1�

�tn
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(�i + (1� �i)
i)u
n+1
1;i+1

= u
n+ 1

2

1i ��tnF1i

un+11N +
�tn
hN

(�N � 
N )
�
un+11N � un+11;N�1

�

= u
n+ 1

2

1N ��tnF1N

avec 
i = g1(xi); 1 � i � N , �i = 0 si 
i > 0; �i = 1 si 
i < 0

�i =
k2x2

i

hi+hi+1
; 1 � i � N � 1; �N =

k2x2
N

hN+2(1+xN ) 13/36
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Propri�et�es du sch�ema :

(I +�tnAh)U
n+1
1h = U

n+ 1
2

1h ��tnF1h ,

Ah tridiagonale monotone

v
n+ 1

2

i = vni � ��tn
hi

�
x2i (v

n
i )

2 � x2i�1(v
n
i�1)

2
�
si � > 0

Condition de stabilit�e :sup
i�1

������tnhi x
2
i v

n
i

���� � 1 si � > 0

alors vnh � 0=)v
n+ 1

2

h � 0

(I +�tnBh)V
n+1
h = V

n+ 1
2

h ��tnG1h , G1i =
F1i � F1;i�1

hi

F1 d�ecroissante : second membre positif
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I +�tnBh monotone si 1�
�tn
hi

(
i � 
i�1) > 0 .

g1 d�ecroissante pour x � �2 ,

Si x � �2; jg
0
1(x)j � c1 ,

Donc I +�tnBh est monotone pour c1�tn < 1

et vnh � 0

D'o�u �tnF1(0) � unh � 0

kvnhkL1(R+) � tnF1(0)
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Calcul de u1
Calcul de u2
Calcul de u3

Estimation de v̂nh = xvnh

Condition de stabilit�e : sup
i�1

�
�tn
hi

xi(v̂
n
i + v̂ni�1) � 1

alors



v̂n+ 1

2

h





L1(R+)

� kv̂nhkL1(R+)

(I +�tnCh)V̂
n+1
n = V̂

n+ 1
2

h ��tnF̂h

Hypoth�ese sur la suite (xi)
xi
xi+1

hi+1
hi + hi+1

�
xi�1
xi

hi
hi + hi�1

� �c
hi
xi
; (c > 0)

xN
hN + 2(1 + xN )

�
xN�1
xN

hN
hN + hN�1

� �c
hN
xN

(1� C�tn)


v̂n+1h




L1(R+)

�



v̂n+ 1

2

h





L1(R+)

+�tn




F̂




L1(R+)
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Calcul de u1
Calcul de u2
Calcul de u3

Choix de la suite (xi) :

xi = ih; 1 � i � n0 , n0h = 1 ; xi = e�hxi�1; i � n0 + 1

xN = O

�
1

h

�
, N = O

�
jln hj
h

�

et donc xi
hi

= O
�
1
h

�

La condition de stabilit�e s'�ecrit : �tn
h
� C .

kvnhkL1(R+) � C , V ar(vnh ;R
+) � C

Convergence vers une solution faible, d'o�u existence d'une solution

et unicit�e de la solution faible.
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Calcul de u1
Calcul de u2
Calcul de u3

u1h�t = un1h +
t� tn
�tn

�
un+11h � un1h

�
; tn � t � tn+1

Convergence uniforme vers u1 sur tout compact de [0; T ]� R+ .

u1 solution faible : u1 2 C(0; T ;W
1;1(R+)); x@u1

@x
2 C(0; T ;L1(R+))

Z T

0

Z
R+

u1
@�

@x
dxdt�

Z
R+

u1(T )�(T )dx�
k2

2

Z T

0

Z
R+

@u1
@x

@

@x
(x2�)dxdt

+

Z T

0

Z
R+

g1
@u1
@x

�dxdt� �

Z T

0

Z
R+

x2
�
@u1
@x

�2

�dxdt =

Z T

0

Z
R+

F1�dxdt

pour toute fonction � �a support compact dans [0; T ]� R+ ,
� 2 C1(0; T � R+)
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Calcul de u1
Calcul de u2
Calcul de u3

Unicit�e de la solution : w = u1 � û1 , (u1 et û1 2 solutions)

@w

@t
�

1

2
k2x2

@2w

@x2
� g1(x)

@w

@x
+ �x2

@w

@x

�
@u1
@x

+
@û1
@x

�
= 0:

0 �  (x � 1;  (x) = 1 si 0 � x � 1;  (x) = 0 si x � 2 ,
 �(x) =  (x=�)

1

2

d

dt

�Z +1

0

w2  �
(1 + x)2

dx

�
+

1

2
k2
Z +1

0

�
@w

@x

�2
x2

(1 + x)2
 �dx

+
1

2

Z +1

0

w2 g1(x)

(1 + x)2
d �
dx

dx

= �
k2

2

Z +1

0

@w

@x
w

x2

(1 + x)2
d �
dx

dx� k2
Z +1

0

@w

@x
w

x

(1 + x)3
 �dx

�
1

2

Z +1

0

w2 �
d

dx

�
g1(x)

(1 + x)2

�
dx��

Z +1

0

@w

@x
w

�
@u1
@x

+
@û1
@x

�
x2

(1 + x)2
 �dx = 0
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Calcul de u1
Calcul de u2
Calcul de u3

On obtient :

1

2

d

dt

�Z +1

0

w2  �
(1 + x)2

dx

�
+ k2(

1

2
� 2�)

Z +1

0

�
@w

@x

�2
x2

(1 + x)2
 �dx

�
C

�
+ C1

Z +1

0

w2  �
(1 + x)2

dx

d'o�u

Z +1

0

w2

(1 + x)2
dx = 0 et w = 0
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Calcul de u1
Calcul de u2
Calcul de u3

R�esultats num�eriques : k = 0:4; � = 2; �1 = 0:153; � = 0:7

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

 

x

a

rho=0

rho=0.707

rho=−0.707

rho=1

rho=−1

Fig.: a en T=1
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Calcul de u1
Calcul de u2
Calcul de u3
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Calcul de u1
Calcul de u2
Calcul de u3

Calcul de u2

@u2
@t

�
k2x2

2

@2u2
@x2

�
x2y2

2

@2u2
@y2

� �kx2y
@2u2
@x@y

� g2(x)
@u2
@x

�(1� �2)k2x2
@u1
@x

@u2
@x

= 0

avec la condition initiale : u2(0) = F
F est la fonction de payo� ; F (y) = max(K � y; 0) dans le cas d'un
put.
(K est le prix d'exercice).

g2(x) = ��x(x� �1)� �kxf(x)
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Calcul de u1
Calcul de u2
Calcul de u3

Changement de fonction : û2 = e��xu2

La fonction û2 est solution de :

@û2
@t

�
k2

2
x2
@2û2
@x2

�
x2y2

2

@2û2
@y2

� �kx2y
@2û2
@x@y

�

�
�k2x2 + g2(x) + (1� �2)k2x2

@u1
@x

�
@û2
@x

� ��kx2y
@û2
@y

�

�
�2k2

2
x2 + �g2(x) + (1� �2)�k2x2

@u1
@x

�
û2 = 0
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Calcul de u1
Calcul de u2
Calcul de u3

Formulation variationnelle :

V̂2 =
�
v 2 D0(
)= v 2 L2(
); xv 2 L2(
); xvx 2 L

2(
); xyvy 2 L
2(
)

	

norme sur V̂2 :

kvkV̂2 =
�
kxvxk

2
L2(
) + kxyvyk

2
L2(
)

�2

Forme bilin�eaire sur V̂2 � V̂2 : b̂(u; v); u; v 2 V̂2
Pour j�j < 1 et k < 2

3� , il existe � tel que :

b̂(v; v) � C kvk
2
V̂2
� c kvk

2
L2(
) .

D�eterminer û2 2 C(0; T ; V̂2) \ L
2(0; T ;L2(
))�

@û2
@t

; v

�
+ b̂(û2; v) = 0; 8v 2 V̂2

û2(0) = e��xF
Le probl�eme admet une solution unique.
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Calcul de u1
Calcul de u2
Calcul de u3

R�esolution num�erique :
(xi); 0 � i � N; hi = xi � xi�1: (yj); 0 � j �M; kj = yj � yj�1

T 1
h : on d�ecoupe le rectangle [0; xN ]� [0; yM ] en rectangles de côt�es
hi; kj , puis par la premi�ere diagonale.

T 2
h = fKj=Kj = (xN ;+1[�(yj�1; yj); j = 1;Mg
T 3
h = fKi=Ki = (xi�1; xi)� (yM ;+1); i = 1; Ng

et on note KNM = (xN ;+1)� (yM ;+1)

Th = T 1
h [ T

2
h [ T

3
h [KNM

V2h =
�
vh 2 C

0(
)= 8K 2 T 1
h ; vhjK 2 P1; 8K 2 T 2

h ; vhjK 2 Py1

8K 2 T 3
h ; yvhjK 2 Px1; yvhjKNM

2 P0g

P1 est l'ensemble des polynômes de degr�e un en x et en y ,
Py1 est l'ensemble des polynômes de degr�e un en y ,
Px1 est l'ensemble des polynômes de degr�e un en x 26/36
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Calcul de u1
Calcul de u2
Calcul de u3

Si vh 2 V2h , v̂h = e��xvh 2 V̂2

~vh = e�2�xvh

b(uh; vh) =
k2

2

Z



@uh
@x

@

@x
(x2~vh)dxdy +

1

2

Z



x2
@uh
@y

@

@y
(y2~vh)dxdy +

�k

Z



x2
@uh
@x

@

@y
(y~vh)dxdy

�

Z



xg2(x)
@uh
@x

~vhdxdy � (1� �2)k2
Z



x2
@u1
@x

@uh
@x

~vhdxdy

On a l'�egalit�e : b(uh; vh) = b̂(ûh; v̂h); 8uh; vh 2 V2h

On d�etermine un+12h solution du syst�eme lin�eaire :

(un+12h � un2h; ~vh)h + bh(u
n+1
2h ; vh) = 0

u02h = u0h
27/36

Marie-No�elle Le Roux Analyse d'un mod�ele �-arbitragepour les march�es incomplets



Calcul de u1
Calcul de u2
Calcul de u3
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Calcul de u1
Calcul de u2
Calcul de u3

Calcul de u3

@u3
@t

�
k2x2

2

@2u3
@x2

�
x2y2

2

@2u3
@y2

� �kx2y
@2u3
@x@y

� g(x)
@u3
@x

� xf(x)y
@u3
@y

= (1� �2)k2x2exp(u1)

�
@u2
@x

�2

avec la condition initiale u3(0) = 0
g(x) = ��x(x� �1)

même m�ethode de r�esolution que pour u2 .
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Calcul de u1
Calcul de u2
Calcul de u3

R�esultats num�eriques
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Fig.: b en fonction de P
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Fig.: b pour di��erentes valeurs de rho
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Calcul de u1
Calcul de u2
Calcul de u3
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Fig.: c en fonction de P
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Fig.: c pour di��erentes valeurs de rho
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Fig.: theta en fonction de P
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Fig.: theta pour di��erentes valeurs de rho
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Fig.: theta en fonction de sigma
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