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Marchés incomplets



Etant donnée une option européenne (put ou call), on veut résoudre le
probleme de réplication optimale :

Trouver une stratégie de portefeuille autofinancé qui approche le
mieux possible la fonction de payoff a maturité

Exemple : cas d’un put : fonction de payoff : F/(P) = Max(K — P,0)
K prix d’exercice et P prix de l'actif sous-jacent.




Etant donnée une option européenne (put ou call), on veut résoudre le
probleme de réplication optimale :

Trouver une stratégie de portefeuille autofinancé qui approche le
mieux possible la fonction de payoff a maturité

Exemple : cas d’un put : fonction de payoff : F/(P) = Max(K — P,0)
K prix d’exercice et P prix de l'actif sous-jacent.

Cas des marchés complets : il est possible de trouver un portefeuille
qui réplique exactement le payoff
Modele de Black and Scholes (1973)
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Etant donnée une option européenne (put ou call), on veut résoudre le
probleme de réplication optimale :

Trouver une stratégie de portefeuille autofinancé qui approche le
mieux possible la fonction de payoff a maturité

Exemple : cas d’un put : fonction de payoff : F/(P) = Max(K — P,0)
K prix d’exercice et P prix de l'actif sous-jacent.

Cas des marchés complets : il est possible de trouver un portefeuille
qui réplique exactement le payoff
Modele de Black and Scholes (1973)

Marchés incomplets : (par exemple, volatilité stochastique) : une
réplication exacte est impossible.
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Pb : comment peut-on approcher au mieux la fonction de payoff a
maturité ?
Bertsimas, Kogan, Lo (2001)

Portefeuille constitué d’actions et d’actifs non risqués :
V() valeur du portefeuille & I'instant 7

6(7) nombre d’actions détenues, P(7) prix de action, B valeur des
actifs non risqués.

V(r)=0(r)P(r)+ B(r), 0<7<T
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Pb : comment peut-on approcher au mieux la fonction de payoff a
maturité ?
Bertsimas, Kogan, Lo (2001)

Portefeuille constitué d’actions et d’actifs non risqués :
V() valeur du portefeuille & I'instant 7

6(7) nombre d’actions détenues, P(7) prix de action, B valeur des
actifs non risqués.

V(r) =6(r)P(r) + B(1), 0<7<T

On cherche une stratégie de portefeuille 6(7) telle que la valeur
terminale V' (7T') soit aussi proche que possible de F'(P, o)

(o : volatilité).

¢ (Vo) =min E((V(T) — F(P(T),o(T)))*/(Vo, Py, 00))

€(Vp) erreur de réplication
€ =min ¢(Vp) erreur de réplication optimale
Vo
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Black and Scholes : il existe des stratégies de réplication optimale
pour lesquelles ¢* = 0

Marchés incomplets : ce n’est plus le cas.
dP = pPdt + cPdWp ; do = g(o)dt + kadW,

Wp et W, mouvements browniens de covariance dWpdW, = pdt

J(r.V.Po) =, min B ((V(T) ~ F(P(T).o(T))}*/(V(r). P(r).o(r))

J est quadratique en V' : J = a(V —b)? + ¢

a, b, c solutions d’un systeme d’EDP.
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g(o) = =d0(c —01) (6 >0, 071 €]0,1] )

gi1(0) = g(o) — 2pko f(0),92(0) = g(o) — pko f(o)

Qo
o) U—slagag
flo
— st 0> 09
o

Conditions & maturité :a(7) = 1, b(T) = F(P,0), ¢(T) =0 ;
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g(o) = =d0(c —01) (6 >0, 071 €]0,1] )

gi1(0) = g(o) — 2pko f(0),92(0) = g(o) — pko f(o)

o) {;siagag
Jlo) =45

/ .
— 810 > 0y
o

Conditions & maturité :a(T) =1, b(T) = F(P,0), ¢(T) =0 ;

controle optimal :
o — 3b+ﬁ@_¥’—b pk da f(o)?
oP P do a P 0o P

(

0) = a(0)(Vo — b(0))* + ¢(0)

(V—-0).

erreur de réplication en fonction de 4 : .J

_ ey = 2 )4 2RO
e = +/c(0) et 6*( 8P()+Paa(0)‘




La réplication exacte est possible si k*(1 — p?) = 0, ce qui correspond
aux 2 cas :

- la volatilité est une fonction déterministe du temps (On retrouve

BS)

- Les mouvements browniens régissant les prix de ’action et la
volatilité sont parfaitement corrélés.
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La réplication exacte est possible si k*(1 — p?) = 0, ce qui correspond
aux 2 cas :

- la volatilité est une fonction déterministe du temps (On retrouve

BS)

- Les mouvements browniens régissant les prix de ’action et la
volatilité sont parfaitement corrélés.

t=T—71; up=Ina
oc—x, P—y, b—us, c—us

Conditions initiales : u1(0) = 0; us(0) = F; uz(0) =0







% B k222 0%uq B z2y? 0%us ke 0% us B
ot 2 Ox? 2 Oy? PR J@:r,ay
—(1- pz)k2m2%%

dr 0r
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ouy  k*x? 0%u Qur |y, 5 [ Ouy
R R A A Y
Ous k222 0%us  2%y? 0%uy . 0% us Ous

ot 2 8z 2 oy? — pkx yamay_gQ(x)E

. 8%1 8u2
(1 — 2V 22 _
(1= p)kz dzx Ox

Ous  k2x? 0%us  x%y® 0%us .y 0%ug

ot 2 a2 2 0y? pxy@a?@y

—(1 = p)k*22exp(uy) (61)2 =0
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Calcul de ul

Calcul de ul

- Fy > 0, décroissante et bornée, F| bornée
- F(z) = zF|(x) bornée
- g1(2) = 2¢(z) , P(x) = —0(x — 01) — 2pkf(x)

¢ bornée sur [0, o»]
¢ <0, décroissante sur [o2, +00[
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Calcul de ul

Pb parabolique :

() =0

v

‘ zv’ ‘
Vi = {v €ED'RY)/ 1 € L*(RY), 2 € LZ(IRJF)}

Aty = lnt1 —ty
(z;) suite de réels strictement croissante (zg =0) ; h; = x; — i1,
Ii = (z1,2) , Iny1 = (zN, +00)

Vin = {’Uh GCO(R+)/ Up|I; eP,1<i<N, Uh|In 41 S Po}

(u?}fl V) n —I—Atna(u?;l vp) = (ufy, vn)p — Aty (T Fy,0p)n, Yop € Vip
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Calcul de ul

. e : 2
terme du premier ordre nonlinéaire : \z> (%)
uf, —ul,
1% 1,i—1 .
Vg, =V = ————, 1<i<N, vy =0.

! h;

”JF% n 20, 0\2 s
Uy, 2 =ul; — At (v) st A >0

n+ 2 2 .
uy; 2 =y — A,y (v )7 si A <0

i
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Calcul de ul

. e : 2
terme du premier ordre nonlinéaire : \z> (%)
uf, —ul,
1% 1,i—1 .
Vg, =V = ————, 1<i<N, vy =0.

! h;

”JF% n 20, 0\2 s
Uy, 2 =ul; — At (v) st A >0

n+ 2 2 .
uy; 2 =y — A,y (v )7 si A <0

i

terme du premier ordre linéaire : schéma décentré implicite.
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Calcul de ul

n+1 __ Tl-l-,,
Ujg = Uypg AtnFlo

1 1 1-6; 0
u?j‘l +At ;| —+— |+ : ¢ “n+1
hi  hip1 hit1 hl

At At -
=T (e = Sl = (s + (1= ) uf i
&) &1
= ’U]ll:r — AtnFli
n+1 Af

~ n+1 n+1
+ I (an —N) (“1N - “1,N71)
n+1 3
=U Ny~ — AtnFlN

avec%—gl(@) 1<i<N,§=0siv>0 6=1siv<0

. k2x2,
1<i<N-—-1, = ——N
St AN = 7T 3(ltan) 13/36
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Calcul de ul

Propriétés du schéma, :
1
(I + Aty AU = UM — At Py

Ay, tridiagonale monotone
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Calcul de ul

Propriétés du schéma, :
1
(I + Aty AU = UM — At Py

Ay, tridiagonale monotone

1 . . . . :
’U:H_Q =o' — )‘ATt,;" (;rf(v{b)z — :cf_l(vf_l)z) siA>0
At
Condition de stabilité :sup /\}—n:r?tf <1siA>0
i>1 Vi

n+$
alors vy > 0=v, * >0
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Calcul de ul

Propriétés du schéma, :
1
(I + Aty AU = UM — At Py

Ay, tridiagonale monotone

l p p b © .
U:H'? =] — )\ATIi" (xz%(“?)z - 5‘75—1(“?—1)2) siA>0
At
Condition de stabilité :sup ‘/\nﬁlf <1siA>0
i>1 | N
1
alors vy} > 0:>UZ+2 >0
1 F. —F .
(I+ Aty BV =V, 2 — At, Gy, Gui = A=
2

Fy décroissante : second membre positif




Calcul de ul

I + At,, By, monotone si 1 —
g1 décroissante pour x > o5 ,
Si 2 < s, |9 (@) < e,

Donc I + At,, Bj, est monotone pour ¢; At, < 1

et v >0
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Calcul de ul

At,,
I + At,,Bj, monotone si 1 — ]—(% —%i-1)>0.
i

g1 décroissante pour x > o5 ,
Sixz S 032, |gi(l’)| S C1 ,
Donc I + At,, Bj, est monotone pour ¢; At, < 1

et vl >0

D’ou —t,F1(0) <u} <0

o7l ey < EnFL(0)




Calcul de ul

Estimation de 0} = zv}

At
Condition de stabilité : sup A\——z; (0! + 0" ;) < 1

i>1 hi
.t 5
alors |0, 7 )S 1031l oo ()

Lo (R+
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Calcul de ul

Estimation de 0} = zv}

At
Condition de stabilité : sup A\——z; (0! + 0" ;) < 1

i>1 hi
.t 5
alors |0, 7 )S 1031l oo ()

Lo (R+

N Al .
(I + At,CVH = V2 — AL, By,

Analyse d’un modéle e-arbitragepour les mar



Calcul de ul

Estimation de 0} = zv}

. e Aty
Condition de stabilité : sup A\——z; (0! + 0" ;) < 1

i>1 hi
n+ 3 5
alors |0, 7 )S 1031l oo ()

Lo (R+

N P | .
(I 4+ At,Cp)VrH = V2 _ At B,
n h

Hypothese sur la suite (z;)

T; h; Ti_ h; h;
i i+1 M 1 i Z —CJ, (C > 0)
ZTit1 hs + hip x; hi+hiq T;
N ITN—-1 ]ZN > ]lN
_ eV

hn +2(1 4+ zn) rny hyxy+hy_1 = =y




Calcul de ul

Estimation de 0} = zv}

At
Condition de stabilité : sup A\——z; (0! + 0" ;) < 1
> hy
1
? : <loy

AN+
alors |0, *

Loo(R+ ||LOO(R+)

N ot l .
(I + At,CVH = V2 — AL, By,

Hypothese sur la suite (z;)

i hipn i hy > _0@7 (c> 0)
ZTit1 hs + hip x; hi+hiq T;
N ITN—-1 ]ZN > hN
_ N
hn +2(1 4+ zn) ry hy+hyn_1 = N
_C sn+1 < |lgmte H
(1= CAty) [[5 ||L°°(R+) = ||Vn L= (R+) +Atn Lo (R+)




Calcul de ul

Choix de la suite (z;)

zi=1ih, 1<i<ng,noh=1;:z;=e"z; 1, i>n9+1

=0 (5) = o(t52)

et donc §* = O (+)

La condition de stabilité s’écrit : ATt <C.

se d’un modéle e- T —



Calcul de ul

Choix de la suite (z;)

z;=ih, 1<i<mng,noh=1;z; =z, 1, i>ng+1

=0 (5) = o(t52)

et donc ;T =0 (%)

La condition de stabilité s’écrit : ATt <C.

||’U}r11||Loo(R+) S C 5 ‘,Yar(,u;z,;RJr) S C
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Calcul de ul

Choix de la suite (z;)

x; = ih, 1<i<n0,n0h:1 v, =er g, i >ng+ 1

|In h|

IN = TR
L
hi

et donc
La condition de stabilité s’écrit : ATt <C.

\/

||’U}r11||Loo(R+) S C 5 ‘,Yar(,u;z,;RJr) S C

Convergence vers une solution faible, d’ou existence d’une solution

et unicité de la solution faible.




Calcul de ul

t— tn
At,

1
uihat = ufy, + (uft —uty), tn <t <tnp

Convergence uniforme vers u; sur tout compact de [0,7] x RT .

uy solution faible : uy € C(0,T; WH>°(RY)), 294 € C(0,T; L>®°(RY))

BT oou o,
/ /]R+ ul—dxdf—/ ur (T)o(T)dx — ?/0 | 81‘( o)dxdt
/ / ql—gbdr(lf— / / (8u1> pdxdt =
R+ R+ 0:
/ / F¢dxdt
0o Jr+

pour toute fonction ¢ & support compact dans [0,7] x RT |
¢ € CL0,T x RT)
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Calcul de ul

Unicité de la solution : w = uy — Uy , (u; et 4; 2 solutions)

ow 1 5 O%w ow ow [ Ou ou
ot 2 o o2 (@) Oz + A’ ox ( : l) -

0<¢YPz<,Yz)=1si0<z<1, Yp(x)=0six>2,

Py () = (x/v)

1d oo L, 1, [T (ow\? 22
Z | S — | —k —_— ——,d
2dt (/0 v (1+x)? x) * 2 /0 <<9;1:> (1+x)? Yvda

1 [t , gi(z) dy,
_ i A d/
i /0 v (1+x)? dx .

2

k2 /+oo aw1 x> di, dr — k2 /+OO 6w r b, dx
_ R ow -k 14
2 Jo O (1+x) do o O (1 +o)? (a3’

1 [t 5, d g1(x) ) ou; 0y 2 /
‘5/0 v @’de<<1+x> ) = A/O ax“(aﬁam) (EEkGe
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Calcul de ul

On obtient :

“+oo o/ +00 2 2

5 Uy 5,1 ow x
L __dx k*(= — 20 vd
(/0 w (1+$)2(:1'> + (2 a)/o (03:) i )zu dx

00 9 W
_ 4+ C / w—Y _dz
Yo (1+z)

1
2
<

t\f'):“\Q

+oo wz
d’ou / ———dr =0 etw=0
Jo (A+z)?
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Calcul de ul

Résultats numériques : k = 0.4, 6 =2, o1 =0.153, u=0.7

rho=0
— rho=0.707
— rho=-0.707
— rho=1
— rho=-1

0.7 0.8 0.9 1.0




alcul de ul




Calcul de u2

Calcul de u2

Ous k222 0%us  2%y? 0%uy 5 O0%uy

ot 2 812 2 oy? B ya.’naj{/ _gQ(:C)E

8u1 8U2
—(1— ]{,2 ,2 _
(1=77) dr dx

avec la condition initiale : u(0) = F'

F est la fonction de payoff; F(y) = max(K — y,0) dans le cas d’un
put.

(K est le prix d’exercice).

ga() = ~d2(x — 01) — phef(2)
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Calcul de u2

Changement de fonction : 4y = e™*uy
La fonction - est solution de :
Ous  k* 0%y  2%y? 0% 5 0%y

at 2% 9z T 2 a2 P Yoray

8u1 ot (5 2 8’&2
2, — ook
(ak 74 (@) + (L= p)k e 81’) oz pakay dy

a’k? 9y 5 50 .
_< 5 2 4 ags(z) + (1—p2)ak2x2£> s =0
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Calcul de u2

Formulation variationnelle :

A

» ={veD'(Q))veL*Q), zv € L*(Q), zv, € L*(Q), zyv, € L*()}

norme sur Vs,

2 2 2
= (lavalliz) + loyoy |20,

o]

Forme bilinéaire sur Vs x Vs : B(u,v), u,v € Vs
Pour [p| <let k < %(5 , il existe « tel que :

b(v,v) > Cllv|

2 2

Ve C||U||L2<Q) :

Déterminer i, € C(0,T;V5) N L2(0,T; L2(2))
i . .

(;fv“> + b(@g,v) = 0, Yo € Vs

U2(0) = e ¥ F
Le probleme admet une solution unique.

Analyse d’un modéle e-arbitragepour les marchés incompl



Calcul de u2

Résolution numérique :
(i), 0<i<N, hi=a;—xi 1. (y;), 0SJ <M, kj=y; —y; 1

7, : on découpe le rectangle [0, 2] % [0, y1/] en rectangles de cotés
h;, k; , puis par la premiére diagonale.

7;? = {I{]/I\IJ = (*TN7+OO[X(yjflvyj)v J = 1**\[}
TP ={Ki/K; = (wi—1,2;) x (ym, +00),i =1,N}

et on note Ky = (xn,+00) X (yar, +00)

775:7—;3 U7712U77?UI(N]\,[
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Calcul de u2

Résolution numérique :
(i), 0<i<N, hi=a;—xi 1. (y;), 0SJ <M, kj=y; —y; 1

7, : on découpe le rectangle [0, 2] % [0, y1/] en rectangles de cotés
h;, k; , puis par la premiére diagonale.

Ti ={K;/K; = (zn,+00[x(yj-1,y;), j =1,M}

Ty = {Ki/Ki = (zi-1,7:) X (ym, +00),i = 1, N}

et on note Ky = (xn,+00) X (yar, +00)

T :'Th] U'ThQU'ElSU.KNJ\j

Vo = {vn € C°(Q)/ VK € Ty, vk € P, YK € T3, vy € Py

VK € T2, Yok € Pety YVn KNy € Po}

P, est I’ensemble des polyndmes de degré un en z et en y ,
P,; est 'ensemble des polynémes de degré un en y ,

P, est ’ensemble des polynomes de degré un en x 26/36
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Calcul de u2

Siv, € Vo, , 0, = e~ vy, € Va

Uh —Zowc,bh

" Ouy, O 1 [ ,0up 0
o or Br(r 1;h)drd1j+2/9., By 9y (y? oy, )dzdy +

" ,0up 0,
pkf/(zmza—x’a—y(yvh)d:rdy
T 3“1 Oup, .

' 8uh~ 2 2/'
— | zgo(x)—0pdady — (1 — p)k* | x ndxd
‘/Q.ng(l') 5y Chdrdy (1—p7) )% Bz ox Opdzdy

~

On a 'égalité : b(uy,vy,) = b(iy, 0p), Yup, v, € Vap

b(up,vy) =

On détermine ugﬁ' ! solution du systéme linéaire :

(udt —uly, on)n + bp(uly ! vp) =0

0 _
Uy = Uoh

Analyse d’un modéle e-arbitragepour les marchés incompl



Calcul de u2




Calcul de u3

Calcul de u3

Ouz k22?2 0%us  22y? 0%ug o OPug

o 2 a2 2 oy PHVam, I, —nf@vgs

= (1= p*)k*z"exp(ur) (6‘m>2

avec la condition initiale u3(0) =0
g(x) = =dz(x —0y)

méme méthode de résolution que pour u- .
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Calcul de u3

Résultats numériques

rho=0, sigma=0.1, 0.2, 0.5, T=1

1.0

0.9+

0.8

sigma=0.1
0.7 — sigma=0.2
4 — sigma=0.5

0.6

0.4

0.3+

0.2+

0.1+

0.0 T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.6 18 2.0

d’un modetle



Calcul de u3

sigma=0.3, T=1

1.0
7 — rho=0
: — rho=1
0.8-] rho=-1
0.6
a |
0.4+
0.2
0.0 T T T T T ) T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 14 1.6 1.8

2.0



Calcul de u3

rho=0, sigma=0.1, 0.2, 0.5, T=1

2.0e-004

1.8e-004+

1.6e-004 sigma=0.1
- sigma=0.2

1.4e-004 — sigma=0.5

1.2e-004

c

1.0e-004
8.06—005:
6.09700“";
4.Oe—0057

2.0e-005+ \

0.06+000 | i — ; :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14 1.6 1.8 2.0




c

Calcul de u3

sigma=0.3, T=1

2.0e-004

1.8e-004
7 — rho=0

1.6e-004+ — rtho=1

rho=-1

1.4e-004+

1.2e-004
1.06—004:
8.06—005:
6.09700“";
4.Oe—0057

2.0e-005

0.0e+000 T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

F1G.: ¢ pour différentes valeurs de rho

d’un modetle



Calcul de u3

rho=0, sigma=0.1, 0.2, 0.5, T=1

0.5
0.0
. i
2 05
-1.04
- sigma=0.1
B — sigma=0.2
i — sigma=0.5
-15 T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14 16 18 20

F1G.: theta en fonction de P

d’un modetle



sigma=0.3, T=1
0.5
] rho=0
0.0+ — rho=1
q rho=-1
. 4
2 05
-1.04 —
-15 T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 14 1.6 18 2.0

F1G.: theta pour différentes valeurs de rho

incompl



Calcul de u3

P=0.5, T=1
0.5
] rho=0
7 — rtho=1
0.0 rho=-1
. i
2 05y
-1.0
-15 T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

sigma

F1G.: theta en fonction de sigma

d’un modetle
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