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Introduction

Obijectifs de la these

@ Analyse de la pertinence du maillage et du pas de temps

@ Technique choisie : indicateurs d’erreur a posteriori par la
méthode des résidus

@ Quantités aisément calculables : fonctions de la solution calculée
et des données du probleme

o Nourrissent une procédure d’adaptation de maillage et du pas de
temps

@ Etude de modélisations couplées (Thermo-Hydro-Mécanique) et
non-linéaires (Lois de comportement, parametres
phénoménologiques)

Seébastien Meunier Analyse de m éthodes éléments finis pour des probl eémes coupl és HM



Analyse du probl eéme continu

Etude d'un probl éme HM stationnaire

rreur  a posteriori
Implantation dans Code-Aster

© Etude d'un probléme HM stationnaire
@ Analyse du probléme continu
@ Analyse du probléeme approché
@ Analyse d’erreur a posteriori
@ Implantation dans Code_Aster

Seébastien Meunier Analyse de m éthodes éléments finis pour des probl eémes coupl és HM



Analyse du probl éme continu
Analyse du probl eme approch &
Analyse d'erreur a posteriori
Implantation dans Code-Aster

Etude d'un probl éme HM stationnaire

Equations du probléme continu

@ Equilibre mécanique + Conservation de la masse

V.o + pef" =0,
V-M=0.

@ Comportement élastique du squelette + Loi de Darcy

o=\ (V-u)1+2)\e(u) +opl,

o' (u)

M
o= A(=Vp + pF™),

ou dop = —bdp.
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Analyse du probl éme continu

Analyse du probl eme approch &
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Etude d'un probl éme HM stationnaire

Conditions aux limites

@ Partitionsdubord T =M urN =rfurfl

u=0  surl¥,
oN=o0ny SUrfy,
p=0 sur I,
M-n = Mpor surTH.
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Analyse d'erreur a posteriori

Implantation dans Code-Aster

Dualisation

@ Espaces solutions
= {veH(QP /vy =0},
U™ = {q e HY(Q)/q)ry = 0}

@ On s'intéresse au probleme

{Trouverx €V tel que @
Yy €V, aum(X,y) =bum(y),
ol l'onaposé x = (u,p),y = (v,q), V = UMO x UHo,
anu (x7y):/cr’(u):e(v)—b/pV-v+/)\HVp-Vq,
b (y /va+/ng v+/qu+/g q,
M= p0FM  fH=_pv.(A\HFM), oM 5 — 4+ pAHF™.n
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Analyse du probl éme continu
Etude d'un probl &me HM stationnaire Analyse du probl eme approch &

Analy: rreur  a posteriori
Implantation dans Code-Aster

Analyse a priori du probleme continu

Théoréme

Si AY > 0 sur Q, s'il existe A\g > 0 tel que A\Y' > X et A\H > X\g surQ, le
probleme (1) est bien posé.
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Formulation du probleme approché

@ Espaces des déplacements et des pressions discrétisés
USh = {vn € [COQ)1*/VK € T, Vi € [Pl*},
Us, hO = Ug U™,
Ch - {qh € C ( )/VK eﬁhqh\K € P|}7
Peno = Pep UL,

@ On s'intéresse au probleme

Trouver x, € Vy, tel que

2
YWh € Vi,  aum (Xn, Yn) = bram(Yn), @

ol Vi = UK o X PLp 0s Xh = (Un, Pn), Y = (Vh, On)-
@ Le probléme approché (2) est bien posé.
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Optimalité de 'erreur

@ Siu e [H* Q)P etp € HHL(Q),

| = un.p=pn) v S (W“ulerra+HIPlis1a)

@ Choix k = | judicieux pourvu que u et p soient suffisamment
réguliers.
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Fiabilité

VK € Ty,

nk (Un,pn,a,b) =
hk ||fM + Vh'U/(Uh) - prhHo k + hk ||fH + Vh'(/\HVph)”O K

eI — bpy) N 2L (A*Wpn) o

FeFi Ferl
i
+ > hZ[lg™ = (o' (un) — bpal)njlor
Fer2nr
+ 3 hillg" — (\Vpr) N
Fernri

Nl

2
— ||X*Xh||V S, E 7K (uhaphaaab)
KeTy,
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Optimalité

Pour tout K € 7, on a

nk (Un, P, a,0) S D (lu = unllik + (1P = Prllak + Sk (uUn)) -
K’eAg

ok résulte des fluctuations locales de fM, fH, A\M AM \H gM gH.
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Analyse du probl eéme continu
Etude d'un probl éme HM stationnaire
reur a DDS!FHOH
Implantation dans Code-Aster

Un cas test

@ Probléme de consolidation d'un terrain
@ en dimension 2,
e infiniment long selon (Oy), de hauteur L = 5 métres selon (Ox),
@ soumis a la pesanteur g = —gx.

@ Géométrie d’'une section :
GM2

GM1 GM4

GM3
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Analyse du probl eéme continu
Etude d'un probl éme HM stationnaire Analyse du probl eme approch &

Ana\yse erreur a DDS!FHOH

Implantation dans Code-Aster

Conditions limites

@ SurGM3:uy =0etM-n=0
@ SurGM2:uy =0etM-n=0
@ SurGM1:ux =uy =0etM-n=0

@ SurGM4 :o-:n=0etp =Py = 100000 Pa
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Résultats numérigues

Indice efficacité :

Maillage 0
H1ag 3.97

Indice efficacité :

Maillage 1
3.89

0000554

Indice efficacité :

Maillage 2
alage 1.54

o012z
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Probleme HM instationnaire

—V.o'(u)+bVp =f, dans Qx]0,T|,

& (4P +bVu) —kAp =g, dans Qx]0, T|,

u =0, surrEx]o,T],

(Ul(u) - ﬂbPXsl) ‘N = Onor, sur FM ><]07 T [,

p =0, surfixo,T|

—bd (1 - B)u-n) xs+ KVP-N = nor,  SUrFExJO, T,
u(x,0) =uo, dans Q,

(
p(x,0) = po, dans Q.

(3 : proportion de pores fermés sur la frontiére I's = '\ N K.
Dans toute la suite, on fait I'nypothése 5 = 0.
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Analyse du probl éme continu

Analyse du probl eme semi-discr étis é en temps
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Caractére bien posé

@ On s'intéresse a des solutions suffisamment régulieres en temps

@ Article de R. E. Showalter pour théorémes d’existence et
d’unicité plus généraux
R. E. Showalter. “Diffusion in poro-elastic media”, J. Math. Anal.
Appl., 251,310-340, (2000).
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Analyse du probl éme continu

Analyse du probl eme semi-discr étis é en temps
Etude d'un probl éme HM instationnaire du probl éme totalement discr sé

Analyse d’erreur a posteriori

Dualisation

Trouver (u,p) € C* ([0, T],UM?) x C* ([0, T],U"?) tel que vt € [0, T],
v € UM /a’(u):e(v)+/pr-v:/f-v+/ OnorV,
Q Q Q ¥

1
vq e U0, /8t (Mp+bV-u> q +/ kVp-Vq— [ bd (un)q
Q Q

Is
= / aq / ®nord,
Q I—H

avec les conditions initiales

u(-,0)=uo, p(-0) = po.
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Analyse du probl éme continu
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Analyse d’erreur a posteriori

Quelques définitions

@ Energie mécanique
EM(u):/cr’(u):e(u):/ (W (V-u)? + 2 e(w)?).
Q Q
@ Puissance hydraulique

En(p) = /Q < (Vp)?.

@ Pour toutt € [0, T], pour x = (u, p),

lixliee) = (;smu)(m; | e+ [ sH(p)(s)ds> .

@ Notation : f < g ssi il existe ¢ > 0, indépendant de T, tel que
f <cg.
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Hypothéses sur les données

° uo € [H()]%, po € L2(Q),
@ onor € C ([0, T];L2(TN)), f € C* ([0, T]; L3(Q2)),
® ¢nor € L2(]0, T[;L%(TR)), g € L3(J0, T[; L*(Q)),

@ b constant, M borné, g\ = o\ = M = 0.
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Théoreme de stabilité

Pour toutt € [0, T],

IKIE() S58(u0) + 5 [ 1798

t
T / 0110+ T [ ooy
0 0

t t
2 2
+ /0 19030 + /0 ol -

6.2(0) + llonorllg, - (0)
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Notations

@ Subdivision [0, T] = UN_, [ts_1,t] avec
O=th<ti<---<ty=T.

@ Pourtoutn € [1,N], on note 7, =t, — th_1.

@ Notation : f < g ssi il existe ¢ > 0, indépendant de T et de la
subdivision, tel que f < cg.

@ Subdivision temporelle réguliére : il existe o3 > 0 tel que pour
tout n € [1, N],

1 T .
— <" <oy, e 15

01 Tn—1 Tn—1

Tn

<1

Seébastien Meunier Analyse de m éthodes éléments finis pour des probl eémes coupl és HM



Analyse du probl eéme continu
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Notations

@ Pour tout q € N*, pour toute fonction g définie sur Q x [0, T] a
valeurs dans RY, on note

vn e IIO, N]I7 gn = g(7tn)

@ Lindice inférieur ~ désigne une fonction définie sur Q x [0, T],
continue et affine par morceaux en temps. On a

t

t t
VX € LVt € [tat,tn],  O-(X,t) = T” e lgn(x) 4+ 2

—t _

g7 ().
n
@ Espaces d’approximation

UM:0 — {v_ fonction continue affine en temps/vn € [0,N], V" e UM:0}
uH0 — {q, fonction continue affine en temps/vn € [0,N], q" € U™}
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Dualisation

@ Discrétisation par un schéma d’Euler implicite

Trouver (u,,p,) € UM% x UM tel que pour tout n € [1,N]

VV6UM’O,/O'/(U?_):G(V)-F/pr?_~V:/f”~V+/ oV,
Q Q Q r

1 p" — n—1 ah g h—1
vg € UH*O,/ el ok . S py Ur = VU q +/ xkVph-Vq
Q M Th Q

Tn
u? —un-1t
—/ b——"—nq :/g”q+/ $nordl,
Is Tn Q i

avec les conditions initiales

u; =up et p;=po.

@ Probléme bien posé

Seébastien Meunier Analyse de m éthodes éléments finis pour des probl eémes coupl és HM



Analyse du probl eéme continu
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Hypothéses et notations

@ Q polyédre de R®,
@ 7,n» maillage de Q a l'instant t,.

@ Notation : f < g ssiil existe c > 0 tel que f < cg ou ¢ est
indépendant de T, de la subdivision (t,),,<\ €t des

(%h)ogngN,h-
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Hypothéses et notations

@ k degré d'interpolation en déplacements et | degré
d’interpolation en pression.

@ Espaces d’approximation a l'instant t,
UMO — (v € [CO (@)]° NUMO/YK € Tan, Vi € [PK]*),
U% ={aeC®(Q) nUM/vK € Ton,qi € Py}

@ Espaces d’approximation espace-temps

UM® = {v, continue affine en temps/vn € [0,N], Vi, € UM°},
Ur® = {qn. continue affine en temps/v¥n € [0,N], qfl, € U/}
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Analyse du probl eéme continu
yse du probl eme semi-discr étis é en temps
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Analyse d’erreur a posteriori

Dualisation

Trouver (Un,, phr) € Up"% x U tel que pour tout n € [1,N]

Y € UhT ,/ cr’(uﬂT):e(Vh)—i—/ bVppR v, = / vy, +/M ol Vh,
Q Q Q r

1pp —pp-t vl - vt
van € U0, / Phr ~ Phr~ VU n + / KV pp--Vh
Q

M T i
up —LI
p—hr_—hr_ e gy = /g qh+/ Phoh,

avec les conditions initiales

Is

0 M 0 H
up, =Myuo et pp,. = T;Po,

@ Probléme bien posé
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Analyse d’erreur a posteriori

Obijectif

@ Estimer |||x — xn-|||(tn) en fonction de quantités accessibles au
calcul.

@ Extension des travaux de BBMO5 au cas d'un probleme mixte
elliptique-parabolique comme le probleme HM instationnaire.

v
Remarques

@ Les espaces UhMT’O sont a priori indépendants entre eux. Idem
pour les espaces Uy"°.
@ Pas de relation entre pas d’espace et pas de temps.

\

Sébastien Meunier Analyse de m éthodes éléments finis pour des probl eémes coupl és HM



Analyse du probl em tinu
ni-discr étis & en temps
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Famille d’'indicateurs d’erreur

Indicateurs d’erreur en temps

vn e [1,N], = (%)%
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Analyse du probl el mi-discr étis é en IPmm
Etude d'un probl éme HM instationnaire Analyse du probl eme totalement discr s
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Famille d’indicateurs en espace

Approximation des données par des polyn()mes

M =hi [Ifin + V-0 (uf.) = VDR[|, + Z h? [l (uf )Nl -
F€.7:'

1
= Z hé HUEOI'th - n'al(uRT)HO,F 2
Fer2nri

-1
1pp—ppt V(U Ui

~H _h n o b A n
=Nk + kK
Mn,K 9i;h M Py Py Phr
0,K
1 3 n
+5 2 e Ils VPRl
FeFy
| ut —uh-t
+ Z hE || dhorn — £V PR N + thTihT'nXs
FeF2nrt ¥ 0.F
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Analyse du probl eéme continu

Analyse du probl em mi-discr étis é en te
Etude d'un probl éme HM instationnaire Analyse du probl éme totalement discr éti:

Analyse d'erreur a posteriori

Fiabilité de la famille

Théoréme

Pour tout n € [1,N], on a

|||x—xh7|||2<tn)<z Bt Y @O+ S

K&Zmn m=1Ke&Zmn

+6h2,, + 82,
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Perspectives

Perspectives

@ Analyse de I'optimalité des indicateurs d’erreur pour le probleme
HM instationnaire

@ Traiter incompatibilité CI/CL : singularités at = 0t

@ Analyse a posteriori pour les problemes THM (non-linéarités)
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Optimalit & HM stationnaire

Expression de dx

B (un, P) = P 11 = LY o + hic [ — ML o g
+hi [l = Ve (O = MAY)(Viun)2 + (A = MAY)(Vhun + Viub) ) llox

il = Ve (A = TEA") W npn ) flox

1
+3 3 hE (IEOE AN (Tpr) o
FeF!

HIIY = LAY (Vheun)-n + (A = MEAS) (Vhun + thL)ﬂ)]Illo,F)
1 1
+ 3 (hdlg" — MhgVllos + hillg* — Mhg"
EcEN
311 \H I \H
+hZ [[(A™ = TTEAT)(Vhpn)-nllor
1
+hZ[|(AY = MY (Wheun)-n + (A — M AY)(Whun + VhUL)'”Ho,F) :

lo,F
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Optimalit € HM sta
Fiabilit & du probl éme HM instati aire

Fiabilité de la famille

2 2
o =T (H@t (f—nzf) |||_2 Ot L2(@) T 1k (onor — M7.07n0r) ||L2(o,tn,L2(rM)))

e Z Z <h2 |fm f|th0K + Z he Ho'nor nmor,lzhHaF)

m=1KeEZm FE]:erM

+ Ew (U2 — MMuo) ,
2
6ﬁ = Hg M gHLZ 0,t,L2()) + H¢nor - n?—(bnofHLZ(o,tn,Lz(Fn))
n
+ Z Tm Z (hﬁ Hgm - g{;nhHé’K + Z hF H¢nmor_ ¢)nm0r,l4hH§,|:)
m=1  K&Zm Fer2nri

+ [P — Mol f5 -
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