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Objectifs de la thèse

Analyse de la pertinence du maillage et du pas de temps

Technique choisie : indicateurs d’erreur a posteriori par la
méthode des résidus

Quantités aisément calculables : fonctions de la solution calculée
et des données du problème
Nourrissent une procédure d’adaptation de maillage et du pas de
temps

Étude de modélisations couplées (Thermo-Hydro-Mécanique) et
non-linéaires (Lois de comportement, paramètres
phénoménologiques)
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Équations du problème continu

Équilibre mécanique + Conservation de la masse{
∇·σ + ρ0

refF
m = 0,

∇·M = 0.

Comportement élastique du squelette + Loi de Darcy

σ = λM
1 (∇·u) 1 + 2λM

2 ε(u)︸ ︷︷ ︸
σ′(u)

+σp1,

M
ρ

= λH(−∇p + ρFm),

où dσp = −bdp.

Sébastien Meunier Analyse de m éthodes éléments finis pour des probl èmes coupl és HM



Introduction
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Conditions aux limites

Partitions du bord Γ = ΓM
D ∪ ΓM

N = ΓH
D ∪ ΓH

N
u = 0 sur ΓM

D ,

σ·n = σnor sur ΓM
N ,

p = 0 sur ΓH
D,

M·n = Mnor sur ΓH
N.
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Dualisation

Espaces solutions

UM,0 = {v ∈ [H1(Ω)]3/v|ΓM
D

= 0},

UH,0 = {q ∈ H1(Ω)/q|ΓH
D

= 0}.

On s’intéresse au problème{
Trouver x ∈ V tel que

∀y ∈ V , aHM (x , y) = bHM(y),
(1)

où l’on a posé x = (u, p), y = (v, q), V = UM,0 × UH,0,

aHM (x , y) =

∫
Ω

σ′(u):ε(v)− b
∫

Ω

p∇·v +

∫
Ω

λH∇p·∇q,

bHM(y) =

∫
Ω

fM ·v +

∫
ΓM

N

gM ·v +

∫
Ω

f H·q +

∫
ΓH

N

gH·q,

fM = ρ0
refF

m, f H = −ρ∇·(λHFm), gM = σnor, gH = −Mnor

ρ
+ρλHFm·n.
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Analyse a priori du problème continu

Théorème

Si λM
1 ≥ 0 sur Ω, s’il existe λ0 > 0 tel que λM

2 ≥ λ0 et λH ≥ λ0 sur Ω, le
problème (1) est bien posé.
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Formulation du problème approché

Espaces des déplacements et des pressions discrétisés

Uk
c,h = {vh ∈ [C0(Ω)]3/∀K ∈ Th, vh|K ∈ [IPk ]3},

Uk
c,h,0 = Uk

c,h ∩ UM,0,

P l
c,h = {qh ∈ C0(Ω)/∀K ∈ Th, qh|K ∈ IPl},

P l
c,h,0 = P l

c,h ∩ UH,0.

On s’intéresse au problème{
Trouver xh ∈ Vh tel que

∀yh ∈ Vh, aHM (xh, yh) = bHM(yh),
(2)

où Vh = Uk
c,h,0 × P l

c,h,0, xh = (uh, ph), yh = (vh, qh).

Le problème approché (2) est bien posé.
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Optimalité de l’erreur

Si u ∈ [Hk+1(Ω)]3 et p ∈ H l+1(Ω),

‖ (u − uh, p − ph) ‖V .
(

hk |u|k+1,Ω + hl |p|l+1,Ω

)
.

Choix k = l judicieux pourvu que u et p soient suffisamment
réguliers.
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Fiabilité

∀K ∈ Th,

ηK (uh, ph, a, b) =

hK‖fM + ∇h·σ′(uh)− b∇ph‖0,K + hK‖f H + ∇h·(λH∇ph)‖0,K

+ 1
2

∑
F∈F i

K

h
1
2
F ‖[[ (σ

′(uh)− bph) ·n]]‖0,F + 1
2

∑
F∈F i

K

h
1
2
F ‖[[

(
λH∇ph

)
·n]]‖0,F

+
∑

F∈F∂
K ∩ΓM

N

h
1
2
F ‖g

M − (σ′(uh)− bph1) ·n‖0,F

+
∑

F∈F∂
K ∩ΓH

N

h
1
2
F ‖g

H −
(
λH∇ph

)
·n‖0,F .

=⇒ ‖x − xh‖V .

∑
K∈Th

ηK (uh, ph, a, b)2

 1
2

.
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Optimalité

Pour tout K ∈ Th, on a

ηK (uh, ph, a, b) .
∑

K ′∈∆K

(‖u − uh‖1,K ′ + ‖p − ph‖1,K ′ + δK ′(uh)) .

δK résulte des fluctuations locales de fM , f H, λM
1 , λM

2 , λH, gM , gH.
δK ∆K
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Un cas test

Problème de consolidation d’un terrain
en dimension 2,
infiniment long selon (Oy), de hauteur L = 5 mètres selon (Ox),
soumis à la pesanteur g = −gx.

Géométrie d’une section :

x

y

0

GM2

GM1 GM4

GM3
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Analyse du probl ème approch é
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Conditions limites

Sur GM3 : uy = 0 et M·n = 0

Sur GM2 : uy = 0 et M·n = 0

Sur GM1 : ux = uy = 0 et M·n = 0

Sur GM4 : σ·n = 0 et p = P0 = 100000 Pa
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Résultats numériques

Maillage 0 Indice efficacité :
3.97

Maillage 1 Indice efficacité :
3.89

Maillage 2 Indice efficacité :
1.54
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Analyse d’erreur a posteriori

Problème HM instationnaire



−∇·σ′(u) + b∇p = f, dans Ω×]0, T [,
∂t
(

1
M p + b∇·u

)
− κ∆p = g, dans Ω×]0, T [,

u = 0, sur ΓM
D×]0, T [,

(σ′(u)− βbpχS1) ·n = σnor, sur ΓM
N×]0, T [,

p = 0, sur ΓH
D×]0, T [,

−b∂t ((1− β) u·n) χS + κ∇p·n = φnor, sur ΓH
N×]0, T [,

u(x , 0) = u0, dans Ω,
p(x , 0) = p0, dans Ω.

β : proportion de pores fermés sur la frontière ΓS = ΓM
N ∩ ΓH

N.
Dans toute la suite, on fait l’hypothèse β = 0.
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Caractère bien posé

On s’intéresse à des solutions suffisamment régulières en temps

Article de R. E. Showalter pour théorèmes d’existence et
d’unicité plus généraux
R. E. Showalter. “Diffusion in poro-elastic media”, J. Math. Anal.
Appl., 251,310–340, (2000).
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Dualisation



Trouver (u, p) ∈ C1 ([0, T ], UM,0
)
× C1 ([0, T ], UH,0

)
tel que ∀t ∈ [0, T ],

∀v ∈ UM,0,

∫
Ω

σ′(u):ε(v) +

∫
Ω

b∇p·v =

∫
Ω

f·v +

∫
ΓM

N

σnor·v,

∀q ∈ UH,0,

∫
Ω

∂t

(
1
M

p + b∇·u
)

q +

∫
Ω

κ∇p·∇q −
∫

ΓS

b∂t (u·n) q

=

∫
Ω

gq +

∫
ΓH

N

φnorq,

avec les conditions initiales

u(·, 0) = u0, p(·, 0) = p0.
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Introduction
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Quelques définitions

Énergie mécanique

EM(u) =

∫
Ω

σ′(u):ε(u) =

∫
Ω

(
λM

1 (∇·u)2 + 2λM
2 ε(u)2

)
.

Puissance hydraulique

EH(p) =

∫
Ω

κ (∇p)2
.

Pour tout t ∈ [0, T ], pour x = (u, p),

|||x |||(t) =

(
1
2
EM(u)(t) +

1
2

∫
Ω

1
M

p2(·, t) +

∫ t

0
EH (p) (s)ds

) 1
2

.

Notation : f . g ssi il existe c > 0, indépendant de T , tel que
f ≤ cg.
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Hypothèses sur les données

u0 ∈
[
H1(Ω)

]3
, p0 ∈ L2(Ω),

σnor ∈ C1
(
[0, T ]; L2(ΓM

N )
)
, f ∈ C1

(
[0, T ]; L2(Ω)

)
,

φnor ∈ L2(]0, T [; L2(ΓH
N)), g ∈ L2(]0, T [; L2(Ω)),

b constant, M borné, ∂tλ
M
1 = ∂tλ

M
2 = ∂tM = 0.
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Théorème de stabilité

Pour tout t ∈ [0, T ],

|||x |||2(t) .
1
2
EM(u0) +

1
2

∫
Ω

1
M

p2
0 + ‖f‖2

0,Ω(0) + ‖σnor‖2
0,ΓM

N
(0)

+ T
∫ t

0
‖∂t f‖2

0,Ω + T
∫ t

0
‖∂tσnor‖2

0,ΓM
N

+

∫ t

0
‖g‖2

0,Ω +

∫ t

0
‖φnor‖2

0,ΓH
N
.
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Notations

Subdivision [0, T ] =
⋃N

n=1[tn−1, tn] avec
0 = t0 < t1 < · · · < tN = T .

Pour tout n ∈ [[1, N]], on note τn = tn − tn−1.

Notation : f . g ssi il existe c > 0, indépendant de T et de la
subdivision, tel que f ≤ cg.

Subdivision temporelle régulière : il existe σ1 > 0 tel que pour
tout n ∈ [[1, N]],

1
σ1

≤ τn

τn−1
≤ σ1, i.e. 1 .

τn

τn−1
. 1.
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Notations

Pour tout q ∈ N?, pour toute fonction g définie sur Ω× [0, T ] à
valeurs dans IRq , on note

∀n ∈ [[0, N]], gn = g(·, tn).

L’indice inférieur τ désigne une fonction définie sur Ω× [0, T ],
continue et affine par morceaux en temps. On a

∀x ∈ Ω,∀t ∈ [tn−1, tn], gτ (x , t) =
t − tn−1

τn
gn

τ (x) +
tn − t

τn
gn−1

τ (x).

Espaces d’approximation

UM,0
τ = {vτ fonction continue affine en temps/∀n ∈ [[0, N]], vn

τ ∈ UM,0},
UH,0

τ = {qτ fonction continue affine en temps/∀n ∈ [[0, N]], qn
τ ∈ UH,0}.
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Dualisation

Discrétisation par un schéma d’Euler implicite

Trouver (uτ , pτ ) ∈ UM,0
τ × UH,0

τ tel que pour tout n ∈ [[1, N]]

∀v ∈ UM,0,

∫
Ω

σ′(un
τ ):ε(v) +

∫
Ω

b∇pn
τ ·v =

∫
Ω

fn·v +

∫
ΓM

N

σn
nor·v,

∀q ∈ UH,0,

∫
Ω

[
1
M

pn
τ − pn−1

τ

τn
+ b

∇·un
τ −∇·un−1

τ

τn

]
q +

∫
Ω

κ∇pn
τ ·∇q

−
∫

ΓS

b
un

τ − un−1
τ

τn
·nq =

∫
Ω

gnq +

∫
ΓH

N

φn
norq,

avec les conditions initiales

u0
τ = u0 et p0

τ = p0.

Problème bien posé
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Hypothèses et notations

Ω polyèdre de IR3.

Tnh maillage de Ω à l’instant tn.

Notation : f . g ssi il existe c > 0 tel que f ≤ cg où c est
indépendant de T , de la subdivision (tn)0≤n≤N et des
(Tnh)0≤n≤N,h.
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Hypothèses et notations

k degré d’interpolation en déplacements et l degré
d’interpolation en pression.

Espaces d’approximation à l’instant tn

UM,0
nh = {v ∈

[
C0 (Ω)]3 ∩ UM,0/∀K ∈ Tnh, v|K ∈ [IPk ]3},

UH,0
nh = {q ∈ C0 (Ω) ∩ UH,0/∀K ∈ Tnh, q|K ∈ IPl}.

Espaces d’approximation espace-temps

UM,0
hτ = {vhτ continue affine en temps/∀n ∈ [[0, N]], vn

hτ ∈ UM,0
nh },

UH,0
hτ = {qhτ continue affine en temps/∀n ∈ [[0, N]], qn

hτ ∈ UH,0
nh }.
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Dualisation



Trouver (uhτ , phτ ) ∈ UM,0
hτ × UH,0

hτ tel que pour tout n ∈ [[1, N]]

∀vh ∈ UM,0
hτ ,

∫
Ω

σ′(un
hτ ):ε(vh) +

∫
Ω

b∇pn
hτ ·vh =

∫
Ω

fn·vh +

∫
ΓM

N

σn
nor·vh,

∀qh ∈ UH,0
hτ ,

∫
Ω

[
1
M

pn
hτ − pn−1

hτ

τn
+ b

∇·un
hτ −∇·un−1

hτ

τn

]
qh +

∫
Ω

κ∇pn
hτ ·∇qh

−
∫

ΓS

b
un

hτ − un−1
hτ

τn
·nqh =

∫
Ω

gnqh +

∫
ΓH

N

φn
norqh,

avec les conditions initiales

u0
hτ = ΠM

h u0 et p0
hτ = ΠH

h p0,

Problème bien posé
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Analyse du probl ème totalement discr étis é
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Analyse d’erreur a posteriori

Objectif

Estimer |||x − xhτ |||(tn) en fonction de quantités accessibles au
calcul.

Extension des travaux de BBM05 au cas d’un problème mixte
elliptique-parabolique comme le problème HM instationnaire.

Remarques

Les espaces UM,0
hτ sont a priori indépendants entre eux. Idem

pour les espaces UH,0
hτ .

Pas de relation entre pas d’espace et pas de temps.
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Famille d’indicateurs d’erreur

Indicateurs d’erreur en temps

∀n ∈ [[1, N]], ηn =
(τn

3

) 1
2
∥∥∥κ 1

2 ∇
(

pn
hτ − pn−1

hτ

)∥∥∥
0,Ω

.
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Famille d’indicateurs en espace

Approximation des données par des polynômes

η̂M
n,K =hK

∥∥fn
l1h + ∇·σ′(un

hτ )− b∇pn
hτ

∥∥
0,K

+
1
2

∑
F∈F i

K

h
1
2
F ‖[[σ

′(un
hτ )·n]]‖0,F

+
∑

F∈F∂
K ∩ΓM

N

h
1
2
F

∥∥σn
nor,l2h − n·σ′(un

hτ )
∥∥

0,F
,

η̂H
n,K =hK

∥∥∥∥∥∥gn
l3h −

1
M

pn
hτ − pn−1

hτ

τn
− b

∇·
(

un
hτ − un−1

hτ

)
τn

+ κ∆pn
hτ

∥∥∥∥∥∥
0,K

+
1
2

∑
F∈F i

K

h
1
2
F ‖[[κ∇pn

hτ ·n]]‖0,F

+
∑

F∈F∂
K ∩ΓH

N

h
1
2
F

∥∥∥∥∥φn
nor,l4h − κ∇pn

hτ ·n + b
un

hτ − un−1
hτ

τn
·nχS

∥∥∥∥∥
0,F

.
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Introduction
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Fiabilité de la famille

Théorème

Pour tout n ∈ [[1, N]], on a

|||x − xhτ |||2(tn) .
n∑

m=1

η2
m + τm

∑
K∈Tmh

(
η̂H

m,K

)2

+
n∑

m=1

∑
K∈Tmh

(
η̂M

m,K

)2

+ δ2
M + δ2

H.

δM , δH
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Plan

1 Étude d’un problème HM stationnaire
Analyse du problème continu
Analyse du problème approché
Analyse d’erreur a posteriori
Implantation dans Code Aster

2 Étude d’un problème HM instationnaire
Analyse du problème continu
Analyse du problème semi-discrétisé en temps
Analyse du problème totalement discrétisé
Analyse d’erreur a posteriori

3 Perspectives
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Perspectives

Analyse de l’optimalité des indicateurs d’erreur pour le problème
HM instationnaire

Traiter incompatibilité CI/CL : singularités à t = 0+

Analyse a posteriori pour les problèmes THM (non-linéarités)
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Macro-élément ∆K
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Optimalit é HM stationnaire
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Expression de δK

δK (uh, ph) = hK‖fM − Πl
hfM‖0,K + hK‖f H − Πl

hf H‖0,K

+ hK‖ −∇h·
(
(λM

1 − Πl
hλ

M
1 )(∇h·uh)1 + (λM

2 − Πl
hλ

M
2 )(∇huh + ∇hut

h)
)
‖0,K

+ hK‖ −∇h·
(
(λH − Πl

hλ
H)∇hph

)
‖0,K

+ 1
2

∑
F∈F i

K

h
1
2
F

(
‖[[(λH − Πl

hλ
H)(∇hph)·n]]‖0,F

+‖[[(λM
1 − Πl

hλ
M
1 )(∇h·uh)·n + (λM

2 − Πl
hλ

M
2 )(∇huh + ∇hut

h)·n)]]‖0,F

)
+
∑

F∈FN
K

(
h

1
2
F ‖g

M − Πl
hgM‖0,F + h

1
2
F ‖g

H − Πl
hgH‖0,F

+h
1
2
F ‖(λ

H − Πl
hλ

H)(∇hph)·n‖0,F

+h
1
2
F ‖(λ

M
1 − Πl

hλ
M
1 )(∇h·uh)·n + (λM

2 − Πl
hλ

M
2 )(∇huh + ∇hut

h)·n‖0,F

)
.
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Fiabilité de la famille

Erreurs sur les données

δ2
M =T

(∥∥∂t
(
f − Π1

τ f
)∥∥2

L2(0,tn,L2(Ω))
+
∥∥∂t
(
σnor− Π1

τσnor
)∥∥2

L2(0,tn,L2(ΓM
N ))

)
+

n∑
m=1

∑
K∈Tmh

h2
K

∥∥fm − fm
l1h

∥∥2

0,K
+

∑
F∈F∂

K ∩ΓM
N

hF
∥∥σm

nor− σm
nor,l2h

∥∥2

0,F


+ EM

(
u0

τ − ΠM
h u0

)
,

δ2
H =

∥∥g − Π0
τ g
∥∥2

L2(0,tn,L2(Ω))
+
∥∥φnor− Π0

τφnor

∥∥2

L2(0,tn,L2(ΓH
N))

+
n∑

m=1

τm

∑
K∈Tmh

h2
K

∥∥gm − gm
l3h

∥∥2

0,K
+

∑
F∈F∂

K ∩ΓH
N

hF
∥∥φm

nor− φm
nor,l4h

∥∥2

0,F


+
∥∥p0

τ − ΠH
h p0
∥∥2

0,Ω
.
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