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Calcul de structure électronique

Description la plus fondamentale de la matiere : systemeosmd’électrons et
d’ions.
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Calcul de structure électronique

Description la plus fondamentale de la matiere : systemeosend’électrons et
d’ions.

Théoreme de Hohenberg et Kohn : toutes les grandeurs thgnaaulques du
systeme (pression, etc.) sont fonctions uniguement denlsitéeclectronique

p(r).
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Calcul de structure électronique

Description la plus fondamentale de la matiere . systemeyosend’électrons et
d’ions.

Théoreme de Hohenberg et Kohn : toutes les grandeurs thgnaaulques du
systeme (pression, etc.) sont fonctions uniguement denlsitéeclectronique
p(r).

Selon le theoreme de Kohn et Shaimpeut étre calculé par résolution d’'une
équation aux valeurs propres de type équation de Schrddinge

OuV est un potentiel effectifA le laplacien
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Calcul de structure électronique

Description la plus fondamentale de la matiere . systemeyosend’électrons et
d’ions.

Théoreme de Hohenberg et Kohn : toutes les grandeurs thgnaaulques du
systeme (pression, etc.) sont fonctions uniguement denlsitéeclectronique
p(r).

Selon le theoreme de Kohn et Shaimpeut étre calculé par résolution d’'une
équation aux valeurs propres de type équation de Schrddinge

p(r) =23 fle)lu(r)]”

OuV est un potentiel effectif] le laplacien etf est la distribution de
Fermi-Dirac.
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Calcul de structure électronique

=9 Problématique : cas d’une tempeérature élevée.

(-5 +V0)) i = e

p(r) =23 Fe)lun(r)

Distribution de Fermi—-Dirac pour p =0
05 T T T

f est la distribution de Fermi-Dirac :

T =50000K

0.45

1 0.4

f(G,L) = 1 n 6/3(61-—“) 0.35}

0.3

0.25

Ou 3 est l'inverse de la tempéeraturee .|
le potentiel chimique.

0.1

0.05-
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Calcul de structure électronique

=9 Problématique : cas d’une tempeérature élevée.

A
p(r) =23 Fle)liu(r)

Distribution de Fermi—-Dirac pour p =0
05 T T T T T

T =50000 K
T =150 000 K | -

f est la distribution de Fermi-Dirac :

0.45

1 0.4

f(G,L) = 1 n 6/3(61-—“) 0.35}

0.3

0.25

Ou 3 est l'inverse de la tempéeraturee .|
le potentiel chimique.

0.1

0.05-
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Calcul de structure électronique

=9 Problématique : cas d’une tempeérature élevée.

A
p(r) =23 Fle)liu(r)

Distribution de Fermi—-Dirac pour p =0
05 T T T

T =50000 K
T =150 000 K | -

0.45

0.4

0.35f

Difficulté a haute température f tend .
lentement vers 0.

0.2
0.15f
0.1

0.05-
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Calcul de structure électronique

=9 Problématique : cas d’une tempeérature élevée.

A
p(r) =23 Fle)liu(r)

Distribution de Fermi—-Dirac pour p =0
05 T T T

T =50000 K
T =150 000 K | -

0.45

0.4

0.35f

Difficulté a haute temperature f tend .|
lentement vers 0.
— besoin d'un grand nombre de vale
propres.

0.05-
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Calcul de structure électronique

=9 Problématique : cas d’une tempeérature élevée.

(-5 +V0)) i = e

p(r) =23 Fe)lun(r)

— mise au point de méthodes calculant directement la dessits, passer par le
calcul d’orbitales.
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Méthode de récursion

e La densite électroniqgue peut aussi S’écrire :

po= 23 FE@r)f
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Méthode de récursion

e La densite électroniqgue peut aussi S’écrire :

0

2 flelir)P
2 fle)da(r)wi(r)
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Méthode de récursion

e La densite électroniqgue peut aussi S’écrire :

0

22]”(67:)\%(?“)\2
2 Z fea)i(r)w;(r)
2 Z f(€) (Or] i) (¥i) Or)
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Méthode de récursion

e La densite électroniqgue peut aussi S’écrire :

0

2> fe)li(r
2 Fla)(r)

)7

i ()

2 Z f(€) (Or] i) (¥i) Or)

20r| f(H) |0r)
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Méthode de récursion

e La densite électroniqgue peut aussi S’écrire :

0

QZf(Gi)\%(T)P
2 Z fea)i(r)w;(r)
2 Z f(€) (Or] i) (¥i) Or)

2 (0. f(H) o)
2(5,] (1 + P H=0) 71 5,)
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Méthode de récursion

(e Ladensité électronique peut aussi s'écrire :
po= 2) fleli(r)P
= 2)  fle)i(r)¥i(r)
= 2)  fle) (ol i) (vl &)

= 2(0,| f(H) o)
= 26| (1+ eﬁ(H—“))_1 |6,

La méthode de réecursion permet de calculer un élément dashgen
I'inverse d’'une matrice, a partir de sa forme tridiagonale.
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Méthode de récursion

(e SiM s'écrit dans une base, u, - .. )

M:{ao}

Alors (ug| (z — M)~ |ug) s’exprime sous la forme d’une fraction :

1

(ol (= = M) ! o) = ———
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Méthode de récursion

(e SiM s'écrit dans une base, u, - .. )

ao bl

b1 aq
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Méthode de récursion

(e SiM s'écrit dans une base, u, - .. )

ao bl
M = bl aq bQ

b2 ag

Alors (ug| (z — M)~ |ug) s’exprime sous la forme d’une fraction :

(uol (z = M)~ |uo) =

by

< — a1 —

< — ag — b%

Z—as9
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Méthode de récursion

(e SiM s’ecrit dans une base, ug, ... ) :

ao bl
bl ai b2
M —
ba as

Alors (ug| (z — M)~ |ug) s’exprime sous la forme d’une fraction
continue :

(o] (= = M) ™ Jug) = ?

Z — a1 —

< — Qo — b%

z—ag—
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Méthode de récursion
e Conséquence :
p = (6] (1+ eﬁ(H_“))_l [

En mettane®—#) sous forme tridiagonale par une méthode de
Lanczosp peut étre exprime sous forme d’une fraction continue.
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Méthode de récursion

e Conséquence :

p = (6] (14 H) 5,

En mettane®—#) sous forme tridiagonale par une méthode de
Lanczosp peut étre exprime sous forme d’une fraction continue.

Défaut : 'opérateur®#—#) ytilisé dans cette méthode est non
borné.
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Méthode de récursion

=9 Solution (formelle ):
1 1

1+ eB(x—p) =1- 1+ e—B(z—p)

Donc :

o= (6,116,) — (6] (14 e PH=) 15,
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Méthode de récursion

=9 Solution (formelle ):
1 1

1+ eB(x—p) =1- 1+ e—B(z—p)

Donc :

1

(6] 118,) — (0] (1 4+ 2H71) 7 5,)

S
]

Avantage : I'opérateuws?#—*) est compact.
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Méthode de récursion

e Solution (formelle ):
1 1

1+ eB(x—p) =1- 1+ e—B(z—p)

Donc :
po= (118 — (0] (1 +e ) s, )
Avantage : I'opérateuws?#—*) est compact.

Probléme :(6,| 116,) et(s,] (1 + e~ #H=1)""|5,) ne sont en fait
pas définis.
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Méthode de récursion

e Solution :
1 1

1+ eB(x—p) =1- 1+ e—B(z—p)

Donc :

p = lim (1 [u") — (] (1 + ) ful)

Avantage : I'opérateuws?#—#) est compact.

Probléme :(4,| 1]4,) et (s, | (1 + e—ﬁ(H—“))_1 6,) ne sont en fait
pas définis. En pratique, ce n’est pas génant, car dans lescastd
les calcul sont fait avec une approximatighdey,..
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Méthode de récursion

Calcul de :
eSS

- <uh’ (1 + e_B(H_“))_l ‘uh>

Pour appliquer I'algorithme de Lanczog@d’—#) il faut & chaque itération
calculere™H |y;) = e A2 +V) |y;)
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Méthode de récursion

Calcul de :
e

(] (1+ePt=m) " jury

Pour appliquer I'algorithme de Lanczog@d’—#) il faut & chaque itération
calculere™H |y;) = e A2 +V) |y;)

Si la température est suffisamment élevée (c’est-aglpeche de 0), nous
pouvons appliquer directement la formule de Trotter :

e P2 V) = o BrefeeBy 1o <ﬁ4 |VV|2>
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Méthode de récursion

Calcul de :
e

(] (1+ePt=m) " jury

Pour appliquer I'algorithme de Lanczog@d’—#) il faut & chaque itération
calculere™H |y;) = e A2 +V) |y;)

Si la température est suffisamment élevée (c’est-aglpeche de 0), nous
pouvons appliquer directement la formule de Trotter :

e P2 HV) — o Fuefeefy 1o <ﬁ4 |VV|2>

e~ %% |u) est une multiplication de deux fonctions.
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Méthode de récursion

Calcul de :
e

(] (1+ePt=m) " jury

Pour appliquer I'algorithme de Lanczog@d’—#) il faut & chaque itération
calculere™H |y;) = e A2 +V) |y;)

Si la température est suffisamment élevée (c’est-aglpeche de 0), nous
pouvons appliquer directement la formule de Trotter :

e P2 HV) = By o By 1o (ﬁ4 |VV|2>

e~ %% |u) est une multiplication de deux fonctions.

P2 lu) est le produit de convolution deet du noyau de la chaleur.
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Méthode de récursion

Calcul de :
e

(] (1+ePt=m) " jury

Pour appliquer I'algorithme de Lanczog@d’—#) il faut & chaque itération
calculere™H |y;) = e A2 +V) |y;)

Si la température est suffisamment élevée (c’est-aglpeche de 0), nous
pouvons appliquer directement la formule de Trotter :

e P2 V) = o BrefeeBy 1o (ﬁ4 |VV|2>

e~ %% |u) est une multiplication de deux fonctions.

P2 |u) est le produit de convolution deet du noyau de la chaleur.

Si la température n'est pas assez élevée : il faut “laugarentmeriguement”
(tout en tout en calculant la méme chose bien sir!)
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Méthode de récursion

Calcul de :
eSS

(] (1 N e—ﬁ(H—u))_l ")
Considérons la formule :

1 2 2141
Z avecz; = ™ 2
1+ (X1/2p X1/2

J
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Méthode de récursion

Calcul de :
eSS

. <uh’ (1—|—6_5(H_“))_1 ‘uh>
Considérons la formule :

1 1 Z; Pl
=== — - avecy =¢"m
L+ (X1/2r) 2P 45

Appliquons-la X = e~ AH—#)
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Méthode de récursion

Calcul de :
eSS

. <uh’ (1—|—6_5(H_“))_1 ‘uh>
Considérons la formule :

1 1 Z; Pl
=== — - avecy =¢"m
L+ (X1/2r) 2P 45

Appliquons-la X = e~ AH—#)

(1 N e—B(H—u)) o1 3 %
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Méthode de récursion

Calcul de :
eSS

. <uh’ (1—|—e_B(H_“))_1 ‘uh>
Considérons la formule :

1 1 Z; ojr 23 +1
=== — -~ avecy =X
L+ (X1/2r) 2P 45

Appliquons-la X = e~ AH—#)

(1 N G—B(H—u)) o1 3 %
5

P 45 Zj—exp(—g(H—u))

, . , B
'opérateur dont nous avons besoin est desorra’(alsm (H—p))
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Méthode de récursion

Calcul de :
e

(] (1+ePt=m) " jury

Considérons la formule :

1 Qi 2itl
avecCz; = e 2p
Z 7 j
1+ (X1/2p - X

Appliquons-la ax = e~ #H—1) .

(1+ =PT=0) o1 3 %

P 5 2 — exp (—%(H—u))

, . , B
'opérateur dont nous avons besoin est desorr@{a|3p(H m)

Pourp suffisamment grand, nous pouvons utiliser la formule deté@rot
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Méthode de récursion

Calcul de :
e

(] (1+ePt=m) " jury

Considérons la formule :

1 Qi 2itl
avecCz; = e 2p
Z 7 j
1+ (X1/2p - X

Appliquons-la ax = e~ #H—1) .

(1+ =PT=0) o1 3 %

P 5 2 — exp (—%(H—u))

, . , B
'opérateur dont nous avons besoin est desorr@{mSp(H m)

Pourp suffisamment grand, nous pouvons utiliser la formule deté@rot
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Estimation théorique des erreurs

ey Une des difficultes des methodes de recursion est de “terfine
fraction continue.

1 P 1
b2 ~ L'n = b2
1 1
zZ—ap — 2 zZ—ap —
z—ap — =
2
bn
2 —Qn—1 —
z—anp +7T
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Estimation théorique des erreurs

ey Une des difficultes des methodes de recursion est de “terfiéne
fraction continue.

1 P 1
b2 ~ L'n = b2
1 1
zZ—ap — 2 zZ—ap —
z—a; — =%
2
bn
2 —Qn—1 —
z—an + 71T

1. Que choisir comme terminateiir?
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Estimation théorique des erreurs

ey Une des difficultes des methodes de recursion est de “terfiéne
fraction continue.

1 1
by

z—ap — > z—ag —
z—a; — =%

2 —Qn—1 —

z—an + 7T

1. Que choisir comme terminateiir?
2. A quel rangn la stoppe-t-on ?
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Estimation théorique des erreurs

ey Une des difficultes des methodes de recursion est de “terfiéne
fraction continue.

1 1
by

z—ap — > z—ag —
z—a; — =%

2 —Qn—1 —

z—an +7T

1. Que choisir comme terminateiir?
2. A quel rangn la stoppe-t-on ?
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Estimation théorique des erreurs

b,
Z—Qn—1— + T

Z_a/n

L'opérateure?H—1) étant compact, les coefficienisetb; tendent
vers 0.
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Estimation théorique des erreurs

n

Z_a/n

2 —Qn—1 —

L'opérateure?H—1) étant compact, les coefficientisetb; tendent
vers 0.
— Pas besoin de terminateur.
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Estimation théorique des erreurs

n

Z_a/n

2 —Qn—1 —

Nous pouvons trouver une majoration de I'erregau rangn :

n+1 .
en < ! Hi:l bi
—|lmz| D,(z)

Méthode de récursion utilisant la formule de Trotteren calcul de structures électroniques — p. 1



Estimation théorique des erreurs

n

Z_a/n

2 —Qn—1 —

Nous pouvons trouver une majoration de I'erregau rangn :

n+1 ‘
e, < L iz b
—|lmz| D,(z)

* p,; tend vers 0.
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Estimation théorique des erreurs

n

Z_a/n

2 —Qn—1 —

Nous pouvons trouver une majoration de I'erregau rangn :

n+1 .
=limz| D,(2)

* p,; tend vers 0.

* D, le dénominateur de la fraction rationnelig ; il vérifie :

: Dnii1(z) _
hmn_wo T(Z) = Z.
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Estimation théorique des erreurs

n

Z_a/n

2 —Qn—1 —

Nous pouvons trouver une majoration de I'erregau rangn :

n+1 ‘
en < ! Hi:l bi
~ |Imz| D,(z)

b; tend vers 0.

D,, le dénominateur de la fraction rationnelig ; il vérifie :

: Dnii1(z) _
hmn_wo T(Z) = Z.

Cette majoration est loin d’étre optimale : I'erreur est éalité de I'ordre du
carré du majorant.
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Calcul de structure électronique

Nous pouvons aussi trouver un
équivalent a I'infini de I'erreur :

[T, b
Dy (2)Dpt1(2)

€En —

(1+0(br12))
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Calcul de structure électronique

5 1
zZ—ag — 1
b2
Z — a/n
Convergence le la methode de recursion
, Comparaison entre 'erreur et son equivalent theorique.
10 T T T T T T T T
Erreur
0 — Equivalent theorique
100 .
Nous pouvons aussl trouver un )
10 " h
, . LY P , .
équivalent a I'infini de I'erreur : .
£ 10 1
[177) v? |
en = i=1 v (1 —|— O(bi+2 )) 10 | Temperature de 150 000 K. i
D (Z) D +1 (Z) Cellule cubique de cote 25.4.
n n 10| Parametre de Trotter p = 25. |
Potentiel du a 256 atomes de
_,| He enreseau CFC.

lo Il Il Il
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Nombre de recursions
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Etude pratique : gaz d’électron

Etude pratique : CFC d’hélium

Conclusion
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Cas du gaz d’électrons

e On considere un gaz d’électrons dans une cellule cubiquétéd.c
avec conditions aux limites périodiques (c’est-a-dire lgise
fonctions d’onde); sont periodiques).

Nous pouvons alors calculer théoriguement les fonctionc
énergies propres et la densité electronique :

R

les

Méthode de récursion utilisant la formule de Trotteren calcul de structures électroniques — p. !



Cas du gaz d’électrons

e On considere un gaz d’électrons dans une cellule cubiquétéd.c

avec conditions aux limites périodiques (c’est-a-dire lgise
fonctions d’onde); sont periodiques).

R

Nous pouvons alors calculer théoriguement les fonctionc

les

énergies propres et la densité electronique :

272
_ 2 2 2
€ni,ma,my = 1,2 < 1 + Uz + nB)
. i 27 (nyx+noy+nzz)
¢n17n27n3 (/r) T € L

1 1
p:ﬁz

o T+ exp (B (32 (n? +nd+nd) —p))
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Cas du gaz d’électrons

e On considere un gaz d’électrons dans une cellule cubiquétéd.c

avec conditions aux limites périodiques (c’est-a-dire lgise
fonctions d’onde); sont periodiques).

R

Nous pouvons alors calculer théoriguement les fonctionc

les

énergies propres et la densité electronique :

272
_ 2 2 2
€ni,ma,my = 1,2 < 1 + Uz + nB)
. i 27 (nyx+noy+nzz)
¢n17n27n3 (,r) T € L

1 1
p:ﬁz

o T+ exp (B (32 (n? +nd+nd) —p))

Par la suite, c’est cette formule qui est utilisée pour éala

convergence.
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Cas du gaz d’électrons
=9 La méthode converge vers le résultat exact, la convergdane €

_ limitée par
1. I'erreur machine.

Convergence de la methode de recursion
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Cas du gaz d’électrons

e La méthode converge vers le résultat exact, la convergdane €
_ limitée par

1. I'erreur machine.
2. I'erreur de discrétisation.

Convergence de la methode de recursion
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Cas du gaz d’électrons

(&) Défaut de la méthode : le calcul de®(2) |u;) colte cher, en
particulier s’il y a un grand nombre de points de discrétsafc’'est
un produit de convolution).
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Cas du gaz d’électrons

(&) Défaut de la méthode : le calcul de®(2) |u;) colte cher, en
particulier s’il y a un grand nombre de points de discrétsafc’'est
un produit de convolution).

Solution : physiquement, la densité en un point ne dépendique
voisinage de ce point.
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Cas du gaz d’électrons

(&) Défaut de la méthode : le calcul de®(2) |u;) colte cher, en
particulier s’il y a un grand nombre de points de discrétsafc’'est
un produit de convolution).

Solution : physiquement, la densité en un point ne dépendique
voisinage de ce point. Que ce passe-t-il si on tronque s
les|u;) a un voisinage du point considéré ?
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Cas du gaz d’électrons

=9 Tronquer la récursion dans un voisinage du point consideréauit
gue la précision maximale, mais pas la vitesse de conveegenc

Convergence le la methode de recursion
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CFC d’hélium

=9 Les tests suivant ont eté realisés sur une une cellule ceiloigote
25.4 et contenant 256 atomes d’hélium en réseau cubique face
centree.
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CFC d’hélium

=9 Les tests suivant ont eté realisés sur une une cellule ceiloigote
25.4 et contenant 256 atomes d’hélium en réseau cubique face
centree.

Les résultats ont été COMPAIES  comparison es esutas g vt et une metnose cerecursion
avec un logiciel de structures =
électroniques par une methode
classique (le logiciel abinit).
La méthode de récursion avec
un parametre de Trotter =
25, donne les méme reésultats,
a la précision du calcul pres.
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CFC d’hélium

e Encore une fois, tronquer la récursion au voisinage du point
considereé ne fait que limiter la précision maximale sansianfsur
la vitesse de convergence.
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CFC d’hélium

e Encore une fois, tronquer la récursion au voisinage du point
considereé ne fait que limiter la précision maximale sansianfsur
la vitesse de convergence.

La précision est en fait la méme que pour le cas du gaz d’électr

Convergence le la methode de recursion Convergence le la methode de recursion
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Conclusion

=9 La méthode fonctionne.
—— ¢ Elle est précise.
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Conclusion

e La méthode fonctionne.
Elle est précise.

Elle est d’'ordre/N : son colt est proportionnel au volume de |
cellule.
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Conclusion

e La méthode fonctionne.
Elle est précise.

Elle est d’'ordre/N : son colt est proportionnel au volume de |
cellule.

Elle est fortement parallélisable.
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Conclusion

e La méthode fonctionne.
Elle est précise.

Elle est d’'ordre/N : son colt est proportionnel au volume de |
cellule.

Elle est fortement parallélisable.

perspective :
Tester la méthode sur des cas réels.
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Conclusion

e La méthode fonctionne.
Elle est précise.

Elle est d’'ordre/N : son colt est proportionnel au volume de |
cellule.

Elle est fortement parallélisable.

perspective :
Tester la méthode sur des cas réels.
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