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1 Dynamique moléculaire et échantillonnage

n des objectifs de la dynamigue moléculaire :
calculer des quantités macroscopiques a partir de
simulations a des échelles plus petites. Cela consiste
typiguement a prendre des moyennes sur les
simulations a I'échelle micro.

Exemple : calculer des temps de réaction pour des
réactions chimiques, calculer des constantes de
diffusion,...

Pour atteindre des ordres de grandeur raisonnables
en temps et en taille de systeme, on suppose gue I'on
peut considérer simplement les positions des atomes
comme variables, et modéliser les interactions entre
les nuages électroniqgues par des potentiels effectifs
entre les atomes.
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1 Dynamique moléculaire et échantillonnage

On represente un systeme moléeculaire par un
ensemble de N particules (des atomes) a des

positions (z1,...,xzy) = = € R*Y qui interagissent par
un potentiel V(xq, ..., zy). Typiguement,

V(:Bl, ~°7wN) — vaaire(wiawj)_'_ Z ‘/:criplet(wiawjawk)+°~

i<j i<j<k

Dans I'ensemble thermodynamique NVT, les
particules sont distribuées suivant la mesure de
Boltzmann-Gibbs (normalisée):

du(®) = Z~" exp(=pV (z)) d

ou Z = [ exp(—0V (x)) dx est la fonction de partition et
- 3 est proportionnel a I'inverse de la température o ve . o




1 Dynamique moléculaire et échantillonnage

uestion: Comment echantillonner la mesure p ?

Autrement dit, pour une fonctionnelle ¢ : R*' — R,
comment calculer

[ o@dua)

Probleme en grande dimension (N > 1) — Meéthodes
de Monte Carlo.

On s’intéresse dans la suite a la solution de 'Equation
Différentielle Stochastique (EDS):

(GD) dX; = —VV(Xt) dt + v/ 25—1th.

(gradient or over-damped Langevin dynamics).

. T. Leliévre, CANUM, Mai 2006 — p.5




1 Dynamique moléculaire et échantillonnage

arenthese probabiliste (1): discrétisation d’EDS.
La discrétisation de (GD) par le schéma d’Euler est
(pour un pas de temps At fixe):

X1 =X, — VV(X,) At + /267 1AtG,,

ou les (GY)1<i<3n.n>0 SONt des variables aléatoires i.i.d.
de loi A (0,1). En effet,

L
(W(n+1)At - WnAt)nZO — At(Gn)nZO-

En pratique, on peut tirer une suite de variables
alétoires i.i.d. de loi N(0, 1) a partir d’'une suite de
variables aléatoires i.i.d. de loi 2/((0,1)) (donnée par
des appels a une fonction rand() sur ordinateur).

. T. Leliévre, CANUM, Mai 2006 — p.6




1 Dynamique moléculaire et échantillonnage

‘Pourquol la dynamique (GD) est-elle utile pour
echantillonner ;, ? Parce que u est 'unigue mesure
Invariante associée a 'EDS (GD). Ceci impligue une
propriété d’ergodicité: VX,

Thm—/ O(Xy)dt = /gb Ydu(x

En pratique, on discrétise (GD) en temps, et on fait
des moyennes de Césaro: limy, ..o 5= >y #(Xn).

n=1

* petit pas de temps — positions successives
correlées et donc convergence lente,

* grand pas de temps — erreur de discréetisation:
on echantillonne une mesure ua; “tres eloignée”
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1 Dynamique moléculaire et échantillonnage

reuve (mesure invariante): On veut montrer que Si

o a pour loi y, alors X; aussi. on note X7 la solution
de (GD) telle que X, = . Si on considere la fonction
u(t, ) solution de:

{ du(t,x) = —VV(z) - Vu(t,z) + B Au(t, z),

u(O, Ll)) = qﬁ(:c) (+ conditions de décroissance a I’infini),

alors, u(t,z) = E(¢(X7Y)). Donc, si on part sous la
mesure u, ony reste:

_/ O(XF))du(x /&gu t,x)exp(—0V (x)dx
—z! / (=VV - Vu+ ﬁ_lAu) exp(—06V)= 0

Donc, / E(o(X7Y))du(x / o(x)du(x




1 Dynamique moléculaire et échantillonnage

these probabiliste (2): formule de Feynman-Kac.
quol u(t,xz) = E(¢(X¥)) ? Pour0 < s <t,ona
nser a la méthode des caractéristiques):

t—s,X5%)=—0wu(t—s,X%)ds+ Vu(t —s, X?)-dX3
+5 7 Au(t — s, X%) ds,

- ( ~ At — 5, XT) — VV(XT) - Vault — s, X)

+ 8 Au(t — s, Xff)) ds + /26~ Vu(t — 5, XT) - AW .

On a donc, en intégrant sur s € (0,¢) et en prenant
I'espérance:

E(u(0, X7)) — E(u(t, X)) = V26~ E(/ Vu(t —s, X5) - dW)
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1 Dynamique moléculaire et échantillonnage

renthese probabiliste (3): calcul d’'It. (On raisonne en 1d.)
'ou vient le terme Au ? On part de la discrétisation:

Xpg1 = Xn — V(X)) At 4+ /287 TALG,,.

n a donc (v indépendant du temps):
w(Xpi1) = u (Xn V(X)) At \/26—1Ath>

= uw(X,) — (X)) V' (X,) At + V287 TAtd' (X,) Gy,
+67 G2 (X ) At 4 o(At).
D’ou, en sommant sur n € [0.. t/At] et dans la limite At — 0,

(X)) = u(Xp) — / V(X (X.) ds + /281 /
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2 Métastabilité

n dispose donc d’une méthode pour calculer (une
approximation de) [ ¢(x)du(x), en utilisant le

L2

Vi, x2)

AN

L1

EN
N

\=

X

processus X,. En pratique, la principale difficulté
orovient du fait que X, est un processus metastable.
_a convergence de la moyenne ergodique est donc en
general tres lente.

Exemple bi-dimensionnel: X} est une variable lente du systéme.
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2 Métastabilité

n suppose dans la suite que la variable lente est de
Imension 1 et connue: £(x), ou ¢ : R” — R. Une
technique pour calculer | ¢(x)du(x):

[o@nt@) =271 [ ola)e " @

= Z_l// ¢6_6V|V§|_1d02z dz, (formule de la co-aire)
zJ2,

fzz gbe_BV’Vf‘_ldagz
z sz 6—5V|V§|—1d0-2z

_ —1 _
= (/ e P (2) dz) / (/ gbdﬂgz) e P(2) dz,
z z di,

avec ¥, = {x, £(x) = 2}, F(z) = — 4 'In ( fzg_ﬁv\Vﬂ_ldazz) et
B s =PIV o eIV

=71 /65V|V§|1dagz dz,
2z

_1d022.
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2 Métastabilité

ldee: on échantillonne a variable lente (ou
coordonnée de réaction) fixée, et on integre ensuite
sur les valeurs de la coordonnée de réaction (en 1d).

Il faut donc:

» Savoir échantillonner la mesure de probabilité
fs, = Zs e PVIVE "oy, ou Zy, = [, e PV |VE[T oy,

» Savoir calculer I’énergie libre (& une constante additive prés)
F(z)=—-F"'In (fzz 6_5V\V§|_1dagz> = —"1InZs..
Quitte a changer vV en V + 37 '1n |V¢|, on peut
supposer que jis, est uy, = Zs.'e "Vdoy, ol
Zs, = [we Vdos, et que F(z) est

F(z)=-3"1In (sz e_ﬁvdagz) = -3 1InZy .

T. Leliévre, CANUM, Mai 2006 — p.13




2 Métastabilité

n fait, il suffit de savoir echantillonner la mesure uy_
ar (Sprik, Cicotti, Kapral, Vanden-Eijnden, E, den Otter, ...)

, _ V
() =25, W§|2

= /fdﬂzz,

: (VV + ﬁ_lﬂ) exp(—0V)dos: _,

) v . (Vg V¢
ouH=-V (IV&I) Y est le vecteur courbure
moyenne et f = <& - (VV + 6L H) est I'énergie libre

locale. On calcule ensuite F(z) par intégration
thermodynamique:

s K
F(z)— F(0) = /() F'(2)dz ~ szF’(zz)
1=0
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2 Métastabilité

FeuVve. (elle est basée sur la formule de la co-aire)

/(/ exp(—ﬁV)dazz>/¢(z) dz = _//GXP(—ﬁV)dagng’ dz.
= —//eXp(—ﬁVWofdagz dz,

- / exp(—0BV)¢' o £|VE|dex,

V
_/exp(—ﬁV)V(gbog). |v§2W§\dw,

— /V (exp ﬁV);gOgbogdm,

_ LV Vf . V3 e
_//( g VE|2 VeV (,W))e p(—=BV)dos, ¢(z)dz.




3 EDS projetees

omment échantillonner ps, = Z5 e "Vdos, ? (onpeu

supposer z = 0.)

ldée: projeter la dynamique (GD) sur la contrainte
¢(X¢) = 0. On maodifie (GD) de la fagon suivante:
trouver un processus Y; (F;-adapté) tel que:

dXt = —VV(Xt) dt + \/ 26_1th + dYt,
g(Xt) — 07

avec dY; = dA; + S; dW; et
dA; et S; dW; sont colinéaires a V&(X ) dt.

(On suppose £(Xy) =0.)
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3 EDS projetees

ar un calcul d’'Itd, on obtient la dynamigue suivante
Igidly Constrained Dynamics)

iX, = P(X}) (—VV(Xt) dt + \/25—1th) +BYH(X) dt,

ou P(x) est I'opérateur de projection orthogonal:
P(x) =1d — n(x) ® n(x),

V¢
= —— ().

v
(RCD) s’écrit aussi avec un produit de Stratonovitch :

dX; = —P(X)VV(Xy)dt + /267 1P(X}) 0 dW 5.

n étant le vecteur normal unitaire: n(x)
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3 EDS projetees

CD) admet iy, cOMme unigue mesure invariante.

Proposition 1 Soit X, solution de (RCD) et tel que la

loi de X est uy,. Alors, pour toute fonction ¢ réguliere
et tout temps ¢ > 0,

E(6(X,)) — / o(@)dpis, (x).

Preuve: Introduire le générateur infinitésimal et
appliguer la formule de la divergence sur des

sous-variétés : V¢ € CH(R*Y, R*N),
/diV Eo(¢) doy, = —/H - @ doyy,,

3 ou div x,(¢p) = tr(PV o).




3 EDS projetees

n point important pour la discrétisation: (RCD) peut
aussi s’écrire en introduisant un multiplicateur de
Lagrange:

{ dX; = —VV(X,)dt + /28" 1dW, + VE(X)dA,y,

(X)) =0.
On a alors
dA; = dA™ + dAL,
avec dA® = —,/231 |vvf|2 ) - dW, et dAL = f(X ) dt.

Comme X; est ergodlque pour /s, 0N a

i I
Proposition 2 F'(0) :Thm T/ dA;.
— 00 O
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3 EDS projetees

Iscrétisation: on montre que les deux schémas
uivants sont consistants avec (RCD):

Xn—l—l — Xn — VV(Xn)At -+ \/ 26_1AW77J + AnV§(Xn+1),
avec )\, € Rtel que {(X,,11) =0,

(52) Xn—l—l — Xn — VV(Xn)At T V 26_1AW77, - AnV§(Xn),
avec )\, € Rtel que ¢(X,,11) =0,

ou AW, = W, 1yar — Wiae. La contrainte est
satisfaite exactement (cf. temps long). La

discrétisation de la formule F'(0) = limg o & [ dA; est

alors: /At

1
im lim — ) A, = F'(0).
M 2 A= PO
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3 EDS projetees

n pratique, on propose d’utiliser le schéma de
2duction de variance suivant :

X1 = Xpn + b(Xp)Al+0 (X)) AW, + AVE( X 41),
avec A € Rtelque £(X,,41) =0,

X, =X, +bX)At—0(X ) AW, + A\ VE(X ),
avec )\, € Rtel que £(X ) =0,

et \, = (A + \)/2.

Ceci permet d’éliminer la partie martingale
(correspondant a la discrétisation de dA™).
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3 EDS projetees

ne illustration simplissime: en dimension 2,
—1 2 2
() = -z eté(x) =S + % — 1.

0.35 T
mes_int
mes_non_int --—-----
dyn_int_proj 1  +
dyn_int_proj 2 X
03 ;2@%% dyn_non_int_proj_ 1  x
g@m X dyn_non_int_proj_ 2 O
/ %§
7 \ "
0.25 | 2 % A g
i
0.2 |
0.15 \
01}
005
O 1 1 1 1 1 1 1 1
3 2 -1 0 1 2 3 4

Mesures échantillonnées théoriquement et
numériquement (en fonction de l'angle ), avec 8 =1,a =2, b =1,
At = 0.01, et 50 000 000 pas de temps. T Lelievre, CANUM, Mal 2006 - p.22



3 EDS projetees

alcul de la force moyenne: 6 =1,a=2,b=1. La
valeur exacte est: 0.9868348150. Le résultat
numerique (pour At = 0.001, M = 50000) est :
0.940613 ; 1.03204].

La méthode de réduction de variance divise la
variance par 100. Le résultat (pour At = 0.001,
M = 50000) est : [0.984019; 0.993421].
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3 EDS projetees

ésultats numeriques en fonction de At et de
=T/At :

0.98
0.96
0.94
0.92

0.9
0.88
0.86

+07

le-

Il faut trouver un juste milieu entre: I'erreur de
discrétisation (At — 0) et la convergence de la limite
ergOdlque (T — OO). T. Leliévre, CANUM, Mai 2006 — p.24




3 EDS projetees

eux “pieges”:

(1) Il y a plusieurs manieres de projeter la dynamique
(RD) et on a choisi celle qui admet la discrétisation la
plus naturelle. Par exemple, si on projette en
pénalisant la contrainte:

1
dX] = -VV(X])dt — %V(é)(sz) dt + /28~ 1dW,

on obtient gue 1im77_>0 X? = X (n LS 1o 1 (L2)-norm) aVeC X
solution de (Softly Constrained Dynamics (SCD)):
iX, = P(X)) (—v (V + 37 I |Ve)) (Xy) dt + \/26—1th)
+87 T H(X,) dt.
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3 EDS projetees

a mesure invariante associée a (SCD) est

fis, = e OV |VE[ T dos, / [ne PV |VE| oy, . Les
statistigues des dynamiques ou les contraintes sont
Imposees de maniere rigide (RCD) ou bien par
pénalisation (SCD) sont différentes: “un ressort
Infiniment rigide £ une barre” (van Kampen, Hinch,...).

(2) Pour une EDS générale (avec une diffusion non
Isotrope), le diagramme suivant ne commute pas:

PCO/‘ Processus continu projeté J&{Processus continu projeté discrétisé J

{Processus continu J l ?

At {Processus discrétisé I P { Processus discrétisé projeté’
ISC
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4 Dynamigues hors équilibre

n fait, la difference d’énergies libres F(z5) — F'(z) est
‘une guantité en soit importante a calculer dans les
applications. On peut la calculer en utilisant :

* Lintégration thermodynamique (Kirkwood),

1
F(1) — F(0) = /O F'(2) dz,

* Des meéthodes de perturbation de I'énergie
(zwanzig) (avec de nombreux raffinements (Torrie,
Valleau)),

F(1)— F(0) = —f ' In / exp(—B(Vi — Vo) )dyo,

* Des dynamique hors equilibre (Jarzinski),

B F(1) = F(0) = =6~ m(E(ep(-0W(D)).




4 Dynamigues hors équilibre

n considere un processus tel que X ~ ux_,, €t

dX; = —P(Xt)VV(Xt) dt + \/25_1P(Xt) o dW
+VE(X ) dAT,
ext __ ( )
AN = reexge 4

ou z : [0,T] — [0,1] est une évolution imposée de la
reaction de coordonnée &, t.q. z(0) =0 et 2(T) = 1.
'idée est d’associer a chaque trajectoire X; un travail
W(t) et de calculer la différence d’énergies libres par
une formule de Feynman-Kac:

F(1) = F(0) = =6~ In (E (exp(-=SW(T)))).
. T. Leliévre, CANUM, Mai 2006 - p.28




4 Dynamigues hors équilibre

a dynamiqgue s’ecrit aussi de la facon suivant, en
troduisant un multiplicateur de Lagrange:

AX; = —VV(X,) dt + /20 1AW, + VE(X,)dAy,
§(X) = 2(t).

Eton a
dAy = dA™ 4 dA} + dASY,

avec dA™ = —./23- 1|VV§|2 AW, dAf = F(X,)dt et

< 2 (t
AN = o . dt-
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4 Dynamigues hors équilibre

n définit le travall

:/Otf(XS)z’(s) ds:/otZ’(S)dAi

et on montre que:
Théoreme 1

F(2(t)) = F(2(0)) = =87 In (E (exp(=6W(1)))).

La preuve consiste a introduire le semi-groupe associé avec la dynamique

u(s, ) =F (exp (—ﬁ / L RXEE) () dr))

et a montrer que - f s, .) exp( ﬁV)dagz(s) — 0 en utilisant la formule de la

divergence sur des sous-variétes.
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4 Dynamigues hors équilibre

a discretisation se fait de la méme facon que
précedemment :

Xp+1 =Xy — VV(Xn)At +\/20-1AW,, + AnV€(Xn+1),
avec )\, tel que &(X,,11) = 2(the),

Xn—l—l = X, — VV(Xn)At T V 26_1Awn + Anv§(Xn)a
avec )\, tel que ¢(X 1) = 2(tna1).

(52) {

Pour extraire la partie Al , on peut par exemple
calculer:

tn
)\qu _ )\n . ( —I—l) _|_ \/7

VE(X |V§|2

. T. Leliévre, CANUM, Mai 2006 — p.31
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4 Dynamigues hors équilibre
ne autre méthode pour calculer \f:

=X, — VV(X,)At — /287 1AW, + \Eve(X T ),
vec Al tel que § (¢(X 1) +&(X i) = E(X)

On a alors M, = 3 (A, + A\E).
Le travail approché est ensuite calcule par

WO — 07
Wn—i—l — Wn + 2tnt1) 2 (tn) )\fw

tn—l—l_tn

et un estimateur (biais€) de la différence d’énergies
libres F(2(T)) — F'(2(0)) est

3 1n (ﬁ SV exp (—5 Jnl/At))'
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4 Dynamigues hors équilibre

n exemple numeérique (Dellago, Geissler): Influence de
la solvatation sur la conformation d’un dimere. Les
potentiels d’interaction sont (J.D. Weeks, D. Chandler et
H.C. Andersen).

12 6 .
46{2 — (£ }—FG s1 7 < 1o,
VWCAM{ (2" ()] +e o
0 S17T > T,
e )27 2
VS(T):]'L 1 — (T :22 w) ] ’

avec e et ¢ deux constantes positives et o = 2%/65. La
coordonnee de réaction est {(x) = 21 —@2| 7o

2w
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4 Dynamigues hors équilibre

% = _ = %%
& = & S
= = —
%§ N
%% = e s
e € S = S S

A gauche, etat compact (¢ = 0). A droite, état étire (¢ = 1).
Quelgques simulations directes...

l T. Leliévre, CANUM, Mai 2006 — p.34




4 Dynamigues hors équilibre

On calcule le profil d’énergie libre en forgant le
passage de |'état compact a I'état étiré:

Free energy difference A F(z)
Free energy difference A F(z)

.4 0.5 0.6 . . 3 X A .3 0.4 0.5 0.
Parameter z Parameter z

La densité du solvant est plus faible a gauche gu’a
droite. Pour des densités élevées, I'état compact est
plus favorable, mais les transitions spontanées sont
peu fréquentes (barriere d’énergie libre). La
dynamique contrainte permet de passer cette barriere.
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Conclusion

uelques remarques:

» Tout ceci peut se généraliser au cas ¢ a valeur
dans R avec d > 1.

* Les dynamiques stochastiques avec contraintes
peuvent intervenir dans d’autres contextes
(polymeres rigides,...).
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Conclusion

Travaux en cours:
* Ergodicité de la dynamique projetée (continue et
discrétisée) et estimation d’erreur.

* Analyse de méthodes de type Adaptive Biasing
Force (Darve, Pohorille, Henin, Chipot).

» Utlliser les EDS avec contraintes pour
échantillonner des mesures NVE.

* Ajouter des contraintes sur une dynamique de
Langevin avec masse non nulle.
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Conclusion

eférences:

* (avec G. Ciccotti et E. Vanden-Eijnden) Sampling
Boltzmann-Gibbs distributions restricted on a manifold with

diffusions, Rapport CERMICS 2006-309.

* (avec M. Rousset et G. Stoltz) Computation of free
energy differences through nonequilibrium stochastic
dynamics: the reaction coordinate case, Rapport

CERMICS 2006-306.
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