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Probleme de Navier-Stokes

Etude du comportement d'un fluide incompressible dans un domaine
Q C R?, borné de frontiere assez réguliere I = 9Q et de normale
extérieure n.

o -
::f B
\F W
o Equations de Navier-Stokes:
%(X, t) — vAu(x, t) + u(x, t) - Vu(x, t) + Vp(x, t) = f(x, t),

div u(x,t) =0, u(x,t)lsa =0, u(x,0)=0.
(1)

o |dée: Discrétisation de (1) sur une grille grossiére puis sur une grille
. S — — — —
fine en linéarisant v -V v par ug - Vuy.
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Probleme de Navier-Stokes

But: Si h? = H3, I'erreur est O(h?). Le but est de gagner du temps.

o Difficulté: Estimation d'erreur en norme L? basée sur un argument
de dualité.

Discrétisations: spatiales (H et h) et temporelle (At = f; et
t" = nAt,0 < n < N).

E.F Taylor-Hood Py /P1. 7 est le pas d'espace (= H ou h):
Xy = {vy € H§(Q)?:Vk € 7y, vyl € P2},

M, = {a, € HY(Q) N L3(Q); Vk € o Gyl € P1}.
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O Grille Grossiére: probléeme non-linéaire
s Buitt — aul + ul b ve) + v(Vult™, Vvy) — (gt divivy)

+(u Vul vy) + = (dlv ulit ult vy) = (P vy,

(qu, divuptt) = 0.
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Mise en équations du schéma a deux grilles

O Grille Grossiére: probléeme non-linéaire

s Buitt — aul + ul b ve) + v(Vult™, Vvy) — (gt divivy)
n+1 n+1 n+1  n+l _ n+1
di f
+(ugy JVH) + = ( vl ul e ve) = S VH),

(qu, divuptt) = 0.
@ Grille Fine: probleme linéarisé

(3un+1 4uif77_|_ uI’; Vh) + y(vun+1 vvh)
Hup -V ve) — (o div ) = (F7, ),

(qn, divuytt) = 0.
avec u?_, = u2 =0, u,l_, et u,l7 obtenus par une itération du schéma

d’Euler en temps: erreur est donc en O(At?).
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Estimations de Stokes

L'estimation d'erreur d'ordre 2 en temps dans L?(2x]0, T[)? est

basée sur un argument de dualité pour le probleme de Stokes
dépendant du temps.

@(x, t)—vAv(x,t)+Vq(x,t) = g(x, t),divv(x,t) =0+ ¢/
ot C.L
discrétisé

2At(3v”Jrl 4vy + v[]'_l,zn) + Z/(VV7’77+1,VZ,7) (q{]’Jrl div z,)

= (gn—&-l, Zn)y

(A, div v7'7’+1) =0.
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Estimations d'erreur

Probleme de Stokes rétrograde

Argument de dualité basé sur le probleme de Stokes rétrograde:

n+1_4 n 3 n—1
— w 2‘/21:—’_ w + Z/AWn_l _ v/\n—l _ VTI;—l _ V(t"_l),

divw™ = 0,w™ sq = 0, WVt = wh =0.
Théoreme: Si Q est convexe, g € L2(Q2x]0, T[)?,

v € L2(0, T; H3(Q)?), g € L2(0, T; H3(Q)), et v/ € L%(0, T; H*(Q)?),
alors il existe une constante C, indépendante de n, At et g telle que

N
Q_ Aty - V(") [Fay) 2 < COP + (B + (A1),

Rappel du but: Estimation d’ordre 2 en norme L2 de up — u(t") =
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Estimations d'erreur

Résultat de superconvergence

une contribution linéaire et une autre non-linéaire:
o Linéaire ||vytt — u(t"t1)|| 2(q) estimée d'apres le Théoreme avec
gn-‘rl — fotl _ u(tn-‘rl) . Vu(t”+1).
@ "Superconvergence” pour la non-linéaire [|v/"T1 — uf* | 2 -

”LOO(O, T; L2(Q)2)// et //L2(0, T; Hl(Q)2)//

sont en O(n® + (At)? +n(At)?).

N N a2 1/2 3 2
(D atfuen -l ) " < CoF + (@),
n=0

ou C est une constante indépendante de 7 et At.
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Estimations d'erreur

Estimation d’erreur de la solution fine

Théoréme: La solution (uZH,pZ“) de la Deuxiéme Etape satisfait:

Pour la vitesse, ”L>(0, T; L?(Q)%)" et "L2(0, T; HY(Q)?)"

de la vitesse sont en O(H® + h* + (At)? + H(At)?).
Pour la pression, ”L%(0, T; L*(Q))” est en O(H® + h* + (At)?).

Sous I'hypothese: |l existe deux constantes o’ et 4/ > 0 indépendantes
de At et H telles que
o' H? < (At)* ~ 0 <A'H?, (2)

alors elles sont en 2.
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Ordre de convergence
Comparaison en temps de calcul
Comparaison u L

Comparaison u L (Hl)
Comparaison p L‘ »

Etude numérique

Ordre de convergence

En imposant f = f(t, x, y), (u, p) = (rot 1, p) avec:

U(t,x,y) = te 21—

p(t,x,y) =

Ng =4,9,16 et 25 avec N2 =

y)?sin?(mx) et
te”t cos(2mx) sin(2my).

N3 T =1 et nbiter = T x Nf.

‘ mailles ‘ Ny ‘ L? ‘ H? L? pression
H=1/4h=1/8 8 -1.9665 | -.0392877 | -1.91479
H=1/9,h=1/27 27 | -3.91066 | -1.78782 -2.99626

H=1/16,h=1/64 | 64 | -4.91066 | -2.44335 -3.74569
H=1/25h=1/125 | 125 | -5.50908 | -2.75303 -4.32621
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Ordre de convergence
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Stabilité par rapport au temps
Ordre de convergence
i Comparaison en temps de calcul
Etude numérique Comparaison u L
Comparaison u Lg(H_l)
Comparaison p L7

Ordre de convergence

0 Deux grillés. Errelr L2(HI) ——

Log (erreur)
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Stabilité par rapport au temps
Ordre de convergence
i Comparaison en temps de calcul
Etude numérique Comparaison u L
Comparaison u Lg(H_l)
Comparaison p L7

Ordre de convergence
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Stabilité par rapport au temps
Ordre de convergence
T Comparaison en temps de calcul
Etude numérique Comparaison u Ly

Comparaison u Lg‘(H_l)
Comparaison p L7

Comparaison en temps de calcul

| Nfx Nfpoints [ 8 x 827 x 27 || 64 x 64 || 125 x 125 |
| tig ensecondes | 7.25 || 304.953 | 13346.01 || 363402.083 |
|t ensecondes | 4.89 | 196.25 [ 7340.34 | 174433 |

thg — t
|2Gt71G|(en %) | 325 || 35.64 45 52
1G

Table: Comparaison en temps de calcul CPU.
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Stabilité par rapport au temps
Ordre d
Comparaison temps de calcul

Etude numérique Comparaison u L
Comparaison u L% (Hl)

Comparaison p L ,

Comparaison p L2,
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Conclusion

@ On a bien montré que si h®> = H3 et At = h alors I'erreur
finale du schéma a deux grilles est

ZAt’ n+1 (tn+1)ﬁ_/1(9))1/2 — O(hz)

@ La précision de la méthode sur la grille fine est la méme que si
le champ advectif est traité non linéairement.

@ La comparaison en temps de calcul montre les potentialités de
la technique a deux grilles.

Hyam Abboud Méthode a deux grilles d'ordre deux en temps pour Navier-Stoke:



Conclusion
Persectives
Conclusion & perspectives

Perspectives

@ Schéma a deux grilles correspondant au probléeme implicite
non anti-symétrisé, d’ordre un en temps.

@ Analyse théorique des deux étapes grossiere et fine intercalées.

@ Application du concept a d’'autres problemes non-linéaires:
aux systemes dissipatifs non-linéaires (Kuramoto-Sivashinsky,
Ginzburg-Landau, Cahn-Hilliard, Réaction-diffusion, Burgers,
etc).

o Utilisation d'autres types d'éléments-finis: discontinus,
["élément fini de Crouzeix-Raviart, etc.
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