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/ Motivations \

Les causes des tsunamis :

1. Les volcans :
- Krakatau, Indonésie, 1883 (vague de 40 m, 30 000 t).
- Japon 1792 (destabilisation du Mont Mayuyama, 15 000 t).
- Santorin 1470 avant J.C. (effondrement de la caldera).

2. Les Eboulements sous marins :

- Aéroport de Nice 1979 (effondrement des alluvions du Var, 6 ).

3. Les mouvements de la lithospheére.
- Papouasie Nouvelle Guinée 1998 (vague de 10 & 15 m, 2 000 ).
- Asie du Sud Est 2004 (231 000 )

Notre objectif est de proposer un modeéle traduisant la formation de la vague
Qﬁ sa pénétration dans les terres quand elle arrive sur la cote. /




Notations

)y C R? : lithosphére et océan au repos.

vo : frontiére de la lithosphére et de ’océan au repos.

d : déplacement de la lithospheére.

), C R? : océan.

v ={r =X+ D(X,t), X €y} : frontiére de 'océan.

D : mouvement de la frontiére de 'océan.

((xz,t) : variation de la surface.

h(z,t) = H 4+ ((x,t) — d(x

,t) : hauteur de la colonne d’eau.




/ La Lithosphére
On utilise un modéle de plaque mince
( 0%d 0%d 5 _
@—A@‘I—Ad:fo—gh IHQO
(S)4 d=fi, Vdn=fo on Yo

d(t = 0) = do(z), %(t —0)=di(z) inQ

\

ou f1 et fo sont les forces de subduction.
L’Océan
Les modéles d’eaux peu profondes sont bien adaptés a ce type de phénoméne :
ou
— 4+ (u-V)u—AAu+ gV({+ w. ANu+ Cylulu = fs in Q

(£7) < % + div(uh) = 0, in Q

K L u(t =0) =uo(z), h(t =0) =ho(x) >0 on Qg /
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Les Conditions aux Limites

- Vitesse a la frontiére

U(X,t) =u(X + D(X,1),t) = 5Déi(,t)

- Condition sur la contrainte

OD(X, 1)
ot

o(X+D(X,t),t)n(X+D(X,t),t)| det J|(X, t):A< ) sur o x(0,7T)

A est opérateur défini sur vy qui prend en compte la contrainte appliquée au
fluide sur sa frontiére quand 1’eau entre dans les terres. On suppose que A est
un opérateur de type Laplace-Beltrami qui assure que

/ A = / A2 () AY2(0) = [0l 0y
Yo 7o

N /




-

Résultat d’existence
Pour des données petites on a le résultat suivant :

Théoréme 1 Sidy € H*(Qy), di € H'(Qp), po > 0 p.p. dans Qq,
hologhg € L'(Qg), ug € L*(Qg) alors le probleme admet une solution
(u, h,d, D) vérifiant :

e hlogh e L>®(0,T; L' (%)),

o he L*(Q),

o uc L*(0,T; H' () N C([0, T]; L* (),

o dc Wheo(0,T; HY(Qg)) N L>(0,T; H*(Qy),
e DecWhe(0,T;H3(v0)), detJ(X,t)#D0.




-

Estimations d’Energie

Si les données sont "bien choisies" on arrive sans difficulté a :

|(u, by )| 4+ | Dllwoe 0,.1:13(10)) < Co + €] 2(q)
ou Cy dépend des données et € > 0 est suffisamment petit.

e Remarque : Il nous faut trouver une estimation fine sur h dans L*(Q)

en fonction de :

w dans L2(0,T; HY(Q:)) N L>(0,T; L*())
et

hlog h dans L°°(0,T; L*()).
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Obtention d’une borne sur h dans L*(Q)

On utilise 'opérateur linéaire de Stokes S(¢) = p, ou p est 'unique solution

vérifiant le probléme de Stokes :

—Auy +Vp=¢ et divug =0 dans €,

up =0 sur -y, /Q p(x(zg))dre = 0.

L’opérateur S est continu de L?(Q;) dans H'(9;) et de H1(€;) dans L?(;).

Soit (v, II) la solution du probléme suivant :

—Av, + V= —-AAu et divvy =0 dans ),

Ve =0 sur -y, /71':0.
Q4

- /




Gn utilisant cette décomposition, on aboutit aisément a : \
ou
7w+ h=F(uh)—S (E — (uV)u)
et ainsi

h]220 < Clu, h)—/@S(%) h—/QS((u.V)u)h.

\ . 4 \ 4
~” ~”

terme 1 terme 2

On traite le terme 1 avec le lemme suivant

Lemme (Boulakia-Murat) : Soit ¢ € C*([0,T], L*(£;)), alors on a la relation

S (%f) — (95({;(;15) + o VS(¢).v(x(xg))dxo + p,

ou p’ est la solution du probléme de Stokes suivant :

—Aw+Vp =0 et divw=0 dans €,

\ w= (u.V)ug sur 0, /QO P (x(x9))dzo = 0. /
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60111‘ traiter le terme 2 nous avons besoin d’une estimation plus fine sur le \
terme d’advection (u.V)u. On utilise pour cela des propriétés des espaces de
Hardy sur des bornés.

Soit B} la boule de centre x € () et de rayon 7. Dans la suite, on note W(R?)
I’espace des fonctions f € H!'(R?) dont la dérivée au sens des distributions est
encore dans H!(R?) l'espace de Hardy défini par

H(R) = {f ) <R2>/§7g13|h ‘f] € Ll(RQ)}

ol hy(z) = n_Qh(%) > 0 € C°(R?), supphy(x) C BE, [g2 hy(z) dz = 1.

On introduit des espaces de Hardy définis sur des domaines bornés. Un de ces
espaces est :

={feLl'(Q)/f. e H'(R*)} c H ' (Q)

ol f, est le prolongement par 0 de f dans R?. Toute fonction f de H.(£)

\Vériﬁe fQ f dx = 0. /
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Gemme (Flori-Orenga) On pose uVu; = Ty + T1 + T et on montre que : \
o Ty € L*(0, T; H 1(Q)),
o Th € L?(0,T;HL(Q)) € L?(0,T; H 1(€Q;)) en dimension 2,
o Tb e LY0, T;W(Qy)) C LY(0,T; Whi(€Q;)) en dimension 2.
De plus :

”TOH%Q(O,T;H—l(Q)) < kol w; “%OO(O,T;LQ(Q)Q)HUZ' “%Q(O,T;Hl(QP)

|73 H%%O,T;H;(Qt)) < k1fuw HQLoo(o,T;m(Q)?)”l"Ot Uy H2L2(Q)

HT2 ”Ll(O,T;W(Qt)) < ko ”Uz “%Q(O,T;Hl(Q)?)

ou kg, k1 et ko sont des constantes strictement positives ne dépendant que des

données.

- /
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On peut alors traiter le terme 2. On a :

/QS(u.Vul)h:/Q

oll en utilisant le lemme précédent et la continuité de 'opérateur S de H !

dans L? on a (par exemple pour T}) :

S(To+Ty+Tz)h

/Q S(T)h < Co il w0 2120y [Tt i |2y +el 2

terme 3

Pour des données petites on peut estimer le terme 3 et ce résultat est suffisant

pour obtenir les estimées annoncées.

N

/




/ Continuité des données
On a une paramétrisation C1(R™ x 79) de I'interface :
R™ x v9 — v tel que (t,s)+— D(t,s)
Soit A 'opérateur :
C'(y0) — CH(Q) tel que fr— Af

tel que A(Af) =0 dans Qy et Af = f sur 7. Ce prologement permet de
définir D :

RY x Qo — Q tel que (t,z) — D(t,z)
tel que D(t,.) = AD(t,.), D(t,.) = D(t,.) sur 7o, et D(t,.) est un
difféomorphisme de 2y dans €);. En particulier on a :

~ 1
Vt € [0,T], Vx € Qp, 0 < ar <det|V,D;| < — < +o00,
T

~ 1
Ve Di||poo(0,) < — < +00.
\_ o
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ﬁinsi, si on définit :

v : RT x Qy — R?
(t,x) — v(t,z) = u(t, D(t,z))

alors

(9ka . 8Uk - 815 b
Bt = o Db+ g2Vt DU, @),

Vaoup(t,x) = VuD(t, 2)Vug(t, D(t, x)).
Par conséquent en utilisant les propriétés (1) et (2) :

Vev € L*(0,T; L*(Q)) et % c L*(0,T; H ().

(en effet, f € H=Y(Q) = f o D, € H () par dualité + uniformité en
temps.) Ainsi, on v € C°([0,T]; L?(Qp)) d’ot par changement de variable
of?t_ ! ona:

\ u € CO[0,T); L2(Q))

/
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Régularisation du probléme de shallow water (SW)

On approche (SW) par :
r Ou

E—k(u-V)u—AAu—FVh:O in €1,
(SW?) 4
h
k %mw (hu) + 6h% = 0 in Q.

Cette régularisation est utilisée pour passée a la limite dans les équations
discrétes. Dans notre schéma numérique, pour conserver la positivité de h,

nous renormalisons 1’équation de continuité comme suit :

0logh
ot

- /

+uVlogh + divu + 0h = 0.
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/ Schéma Lagragien

Pour la frontiére, nous proposons la discrétisation suivante : pour tout
kell,...,m], avec At =T /m, nous posons

Do(X) =0
et
Dy (X) = Dg—1(X) + ugp—1(X + D—1(X))At,
I'p(X) =X + Dip(X),

De la méme facon on considére les courbes caractéristiques définies par
dx(t)/dt = u(x(t),t) que 'on discrétise en utilisant la relation

T
Tpar1 = Tk + up(zp)At, k€{0,....m—1}, At = —
m

Par récurrence, on construit m domaines approchés :

N

O = {CIZk € RQ/xk = Tr_1 T+ uk_l(a:k_l)At, Tr_1 € Qk—l}-
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/ Probléme discret

On note x;, = x)_1 la position dans €1;_; d’une particule située en xj a
I'instant t = kAt.

Dans I’équation des moments, la dérivée lagrangienne est approchée par :

(up — Up—1)
At
ou tk — ]fAt, Ul = u(a:k,tk), ﬂk—l — u(fk,tk_l) = u(xk — ’lNLk_lAt,tk_l),
0 < a < 1, B un opérateur tel que D(B) = H>(,).

+ At® Buy,

La condition sur la contrainte normale est "perturbée" par 'opérateur B.

Ainsi, sa forme discréte s’écrit :
0k (Tk(X)) - ne(Dr(X))| det Ti|(X) + At*Tr(Bug ) (Ix (X)) =

:A(uk(rk(X)) —zlz—l(rk—l(X))) sur

N

~

/
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En utilisant ces notations on parvient au probléme stationnaire :

1
up — At Aug + At Vhg + AttTe Bup = up_4 in
log hy + Atdivug + 0At hy = logﬁk_l in {2,

ok (e (X)) - na (T (X)) | det T |(X) + At Tr(Bug ) (T (X))

on %o,

_ g (kX)) = a1 (T2 (X))
_A( kUL & AIZ k )

\

ou Jj est la matrice jacobienne associée a la transformation
X — ' (X) = X + di(X), permettant de passer de v & vx. Pour des
données petites, on a det Ji # 0 et cette tansformation a un sens.

N _/
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De la méme facon, on note Jj la matrice jacobienne de la transformation
Trar1 = Tk + At ug(xr) permettant de passer de 2 & Qpq:

TN kel S WAL
Jk — 8 63%1 833 2
Uk2 Uk2
At 1+ At
Ox k1 i Ox k2

L’opérateur régularisant de discrétisation At“Bu, permet de montrer que
At Duy, est borné dans L>(£2;,) et tend vers 0 comme At(1=®)/2,

Ainsi, si on choisit At suffisamment petit, det J, > 0 et la transformation

Tra1 = T + At ug(xr) a un sens.

Lemme(Flori-Orenga-Peybernes) Quand At — 07, le probléme (SW})

~

converge vers (SWy) au sens des distributions (soumis aux Annales de I'THP-

Analyse Non linéaire) .

N

/













