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Contexte
Problemes d’optimisation de forme en a¢rodynamique
Trouvera = tel que j(@ )= min j(@ )
avec j(@ )= J(@ ,W(a)) etlacontrainte ¥ (a ,W (@ ))= 0

ouq caractérise la frontiere / de 1’obstacle, I correspond aux variables
physiques de I’écoulement et ¥=0 correspond a un systéme d’€quations aux
derivées partielles issu de la modélisation de 1’écoulement (exemples: équations
d’Euler, de Navier-Stokes, ...).

M¢éthodes d’optimisation de type gradient

On considere un gradient discret, ¢’est a dire la différentiation du probleme déja discrétisé.

Trouvera " 0 R” tel que j, (¢ )= min j, (0 )= minJ, (@ ,W(0))
a 0R? a 0R?

Aleorith . ¢ @0’ (9 configuration initiale

orithme itératif:

g Da (1) = 4 (1) _ 0j(a (n))
i P,UJ



Me¢ethode de gradient multi-niveau (Beux-Dervieux, Eng. Comp. 1994)

*Soient E et F espaces de Hilbert, P: F' - E linéaire, et j une fonctionelle définie sur
E a valeurs réelles. Au lieu de minimiser dans £, on considere le probleme:

Trouver v F tel que jo P(V) = ngan joP(v)

*Utilisant une méthode de gradient pour résoudre le probleme de minimisation, on
obtient alors 1’algorithme suivant:

u,0 E fixe, pour k21 wu,, =u,-pPP\:j(u)

ou P*est I’adjoint de P, /A, I’'isomorphisme canonique entre £’ et E.

Cet algorithme est une méthode de descente dans E.

Application: parametres de contrdle discrets

Considérant m parametres extraits de la paramétrisation complete, c’est a dire les
coordonnées des points du maillage sur la frontiere, et soit une application lin€aire
M™ o R? , alors les résultats précédents peuvent étre utilisés avde = R” etF' = R”

u,0 R” fixe, pour k21 wu,, =u, - pPP grad, j(u,)

. 7 N\ 3 Xm * 7 N J4
Si P est associé a lamatrice M I R”™ alors P est associé  la transposé MT 1 R™?



Stratégie multiniveau

»  On définit une famille de sous-paramétrisation

Définition d’une stratégie pour décider quels parameétres utiliser a chaque itération E

Choix de I’opérateur P u

*Minimiser sur un niveau grossier / correspond a remplacer le gradient par d, = B(F )* grad j
*Cela peut étre interpréter comme un préconditionement du gradient. En effet, a I’itération n:

ntl _

a" =a"-p"C gradj" C =MM) (symétrique définite positive)

Interét

*Effet de lissage: réduit I’apparition de hautes fréquences sur la forme a optimiser
typique quand on utilise une paramétrisation basée sur les noeuds du maillage.

Manque de régularit¢ de la dérivée d’une fonction par rapport au domaine

*Accelération de la convergence du processus d’optimisation (peu dépendant du
nombre de parametres de controle).

Justification d’un point de vue théorique



Approche multiniveau et différentiation

e a. variables de controle caractérisant la fronticre;

* La fonction objectif discrete dépend de a seulement a travers £(Q)
£(a) étant les coordonnées des points du maillage sur la frontiere discrétisée;

Da 0IR”  j(@)= J(L£@),W(L@))= 9(£@)) Jy)=Jy. . w{y))
Différentiation O0da 0 IR? < i,éa > =< [ d—Ld DdﬁD aj
da 0L da Hda H
. . 0dco . .
Gradient ~ gradj=g--geradj L est alors grad j=L grad 7

Si a correspond aux coordonnées d’un sous-ensemble de noeuds du maillage sur la fronticre:

0 :
L= B aorsle gradient sur le niveau | est (P,) grad j

0 .
>  Retournant sur le niveau le plus fin, on retrouve: d = P ( Pz) grad I



Developpements successifs sur le gradient multiniveau

Généralisation a écoulements Euler 3D

2  Basée sur techniques d’agglomération et conditions de transpiration

Multiniveau additif

Principe: Au lieu de changer de niveau a chaque itération d’optimisation, tous les
niveaux sont balayés a chaque itération.

2  Complexité a priori inférieure

2  Bon comportement associé avec gradient conjugué, méthode BFGS

Gradients approchés (écoulements RANS 2D)
“One-shot “ .

Gradient incomplet/complété .

Généralisation a parameétrisation de type polynomiale .



Paramétrisation hiérarchique

“*Pour le passage d’un niveau au niveau suivant, P” . R™  R™n
ac1a g 5 3 +1 °
on utilise une interpolation cubique. i

“*Opérateur de prolongement du niveau /sur le niveau plus fin ) : R™ 5 R?

“*Pour obtenir Pl on itere la procédure d’interpolation B - PL_1 7 2o B+ 1:2 ° B 141

coarse level

intermediate levels

fine level




Strategie multiniveau

L’idée est de minimiser alternativement sur différents sous-espaces de contrdle
utilisant une stratégie de cycles (comme pour les methodes de type “multigrid”™).

cicloV

livello piu fine >

livelli intermedi <

livello meno fine >




Gradient approché et multiniveau

On considére la dérivée de Fréchet de j= 9oL avec L

7@ = 90 )(£(@ )= 3y ) (o= fimg LEEZEODZIO iy = (]

Jjo ™t ePe)- iy ™)
£

Approximation du gradient sur le niveau/ (1= P)

. oo . m
e, : i-iéme vecteur de la base canonique de [R ™

@y =pJU " ERE) JG )
/ i l ¢

Perturbation de la forme seulement par rapport aux parameétres du niveau /

% Dans couplage entre gradient approché¢ multiniveau
et approche “one-shot”

Direction de descente sur le niveau fin:

P On résoud simultanément les conditions d’optimalité et 1’équation d’état

» En pratique, a chaque itération d’optimisation, le calcul de 1’écoulement est
effectu¢ de facon trés approximée (peu d’itérations pour la résolution des
systemes linéaires et peu d’itérations pseudo-temporelles) -




Gradient incomplet

Si la fonctionnelle est basée sur des informations locales a proximité de la frontiere
(c’est en général le cas pour I’optimisation de forme en a¢rodynamique), le calcul du
gradient est approxime considérant seulement la différentiation par rapport aux variables

de type geomeétrique
introduisant  J:R'x R"xR" - R tel que:
Ja OIR" j(a)= J(L(@ ), q(L@)) W(L@ )))

* £(a): coordonnées des points du maillage sur la fronticre;
* g(L£(Q)): coordonnées de tous les points du maillage;
* W(L(Q)): variables physiques de 1’¢écoulement.

dj _0J dc 0J dqg dr 0J dW dcr
—— 00 >=K —, —0a > + < , d0a >+ < , doa >
i} 0L da lg dr da W dcL da
gradient ivncomplet
Gradient complété
: L’idée est, partant d’une formulation gradient incomplet associée a une approche

multiniveau, de chercher a obtenir une approximation du terme négligé mettant a
profit les niveaux grossiers de 1’approche multiniveau.



Gradient multiniveau compléte

(r) - 0 (1) (r)
d - Perlrd] * PlrdF

avec L=F, opérateur de prolongement du niveau /. au niveau plus fin

J<r> m J(r)aqj

[d,]" =
i jzl dq; 0L,
. (r) (r) (r) ) )
50 2y aJ”5WJ- e oW;" W e B W ()
i 0w, da, 0n 3

»Pour limiter encore le colit du calcul, cette évaluation est faite seulement sur le niveau le plus
grossier:

aJ(”)D 5W(”)D

[

() -
avec 51: dW @ (,,ﬁ n) 50 :

£, ny Dopérateur de prolongement du niveau /. au niveau /,




Approche multiniveau et courbes de Bézier
(M. Martinelli - F. Beux )

* Courbe de Bézier de degre n: représentation paramétrique

Dx (1) z BI(t) x (xq ,¥,) ©  points de controle di Bézier
H q=0 .
I i Bi(?) : polynémes de Bernstein.

v(0=Y B v,
H q=0
. ) ) . E a = (yo’...,yn)T
* variables de contrdle: ordonnées des points E

y = (y(to)aay(tm))T
* fixant les parametres  0=¢,< ¢ <--<¢, <t =1

on peut alors définir une application linéaire pour passer de a a y
P:F=R" . E:R"™ .
\ - J
0 5 y =M @
On peut considérer une approche multiniveau prenant comme sous-niveau,
au lieu d’un sous-ensemble de parametres extraits de la paramétrisation
complete, un ensemble de points de controle de Bézier.



Algorithme

Construction d’une paramétrisation adéquate au niveau /

1
0 ) D— (D ) S - Dy - ! 1 _
Trouver (t;,---,2,") et X'=(x,",-,x,”) tels que x = x(£\") = z B’fl(tlg)) x;) k=0,--,m
q=0

., © ... 4 (© (0) ,
»  Onchoisit % »5ln © X compatibles

» La distribution des paramétres 7 ne varie pas par u

D) = (0 P =
t;" =t pour i=0,---,m

X" est obtenu a partirde X appliquant successivement ’élévation de degré

Direction de descente au niveau / (d”(l))i = Zm an B, (¢,)B, (t,) ( g,,)j
IE

o og 0 q- 0
(i-ieme composante) . \

0 T
HM(I)(Mm) Hij

Réinterprétation de 1’algorithme

® L’opérateur pour passer du niveau plus fin des pY R L R™!
points de controle de Bézier aux ordonnées des (L) (L) - pJ

: . i i - M0 avec M7= B, (¢)
points du maillage sur la frontiere L

»  Algorithme (zy-p PPp®  avec p)’= B (P;L)D (P(L))D 8, u



Courbe de Bézier: .

T
* Une courbe de Bézier de degré n associée aux n+1 points de controle 17 = (xq’yq)
peut étre vue comme une courbe de Bézier de degre n+1 associée aux n+2 points de

controle
nt+l

P@)= (x®,y0)" =) BL(0) P,

I

I ! , . _ q D
X, Y, défini par P = mP H -

LIE q: 0,"',7’2"‘1

On peut donc passer d’un ensemble de n + 1 points de contrdle de Bézier a un
ensemble de n + 2 points de controle utilisant la matrice

ntl , . ntl _ D _ l D l
Dy detniepar (D7), = 1 gt iyt
dans [Désideri, 2003] on considere une approche multiniveau
basée sur la procédure d’¢lévation de degré pour changer de niveau (les
variables de controle correspondent a la variation des ordonnées des points di
controle de Bézier).

Cette approche a €té congue hors du contexte des méthodes de gradient.



Courbe de Bézier: .

On peut passer d’un ensemble de n + 1 points de controle de Bézier a un ensemble de
n + 2 points de controle utilisant la matrice

D:” definie par (Dfl)y: Hl'deyJ“nT.lé(i-l)j

* Stratégie: considérons les ordonnées des points di controle de Bézier comme
parametres de contrdle et la procédure d’¢lévation de degré pour effectuer le
changement de niveau dans I’approche multiniveau
Pl F- R” . E=R"™

» L’operateur de prolongement ou D'z DY . Drpr

nts-1 ntl = n

d’un niveau p a un niveau ¢ 0 ) D"

p
® Prolongement du niveau / au niveau plus fin L: ~ P'= P' oP"o...o P20 P!
a sl = a - - 10 }"CV g}" avec Cr = DZIL (D:lL )T

Gt g G, correspond au gradient par rapport aux points de controle de Bézier



Réinterprétation de la seconde approche multiniveau

* La fonction objectif discrete dépend de a seulement a travers £(Q)
£(a) étant les coordonnées des points du maillage sur la frontiere discrétisée;

Da OIR”  j(@)= J(L@)W(L@))= 9(L@)) Jy)=Jy. . wW{y))
. 1]
Différentiation 0d0a 0 IR? < 4 0 >=< == V&b y=¢ 4L a—],éa >
da i da da H 0L
. . [dch . .
Gradient grad ] —HEH gradjJ s L est dors  grad =/ grad 7

> Dansnotrecas: s = P& donc @. - (P(L))D 8

0
| R _ L pL
> Algorithme multiniveau: g .. =a -p P (P ) G,

[

P

; : : L= P = PPl - O) = pby -5 pH O
»  Les ordonnées des points du maillage ot il ( PPy ) X s P Ep,

sur la frontiere sont alors ajournees /..



Cas test: probleme 1nverse (tuyere)
écoulement compressible subsonique (M., = 0.3 ) non visqueux
Stratégie multiniveau: 3 niveaux (5-10-15 parametres)

Calcul du gradient: exact et approché (avec “one-shot”)

maillages: 423 et 1900 éléments




Courbes de convergence (maillage grossier)

Mesh 1a (423 nodes)
\

Bezier 15-10-5

Bezier 15 param.
— Bezier 10 param.

Bezier 5 param.
— — — Shape pts. 31-15-7-3
— — — Shape pts. 15-7-3-1
— — — Shape pts. 15-7-3
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Courbes de convergence (maillage fin)

Mesh 2a (1900 nodes)
I

Bezier 15-10-5
Bezier 15 param.
Bezier 10 param.
Bezier 5 param.
— — — Shape pts. 31-15-7-3
— — — Shape pts. 15-7-3-1
— — — Shape pts. 15-7-3

=
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Iterations




Comparaison gradient exact — “one-shot”

Bézier sur 3 niveaux: 15-10-5 param.

Bezier 15-10-5: oneshot method (normalized to flux iteration cost)
1 1 1 1

Shape pts. 15-7-3: oneshot method (normalized to flux iteration cost)
T T T

—— Shape pis. oneshot 3 Jacobi iter.
—— Shapa pts.

—— Bezier oneshot I
Bezier (complete

Log(cost functlonal)

=
]
c
K]
B
=
2
by
%
_I_

400
Flux evaluations

Gradient approché + one-shot. (1 itér. Pseudo-temporelle + 3 itér. Jacobi)




Deéveloppements possibles

Compléter la validation.

Couplage avec une formulation gradient “incomplet-complété”

Généralisation a d’autres types de paramétrisation:

“* B-splines

> propriété d’élévation de niveau
> matrices de passage entre B-splines et courbes de Bézier

(Deésidéri, 2003) approche multiniveau baseée sur I’ élévation de degré, mais
hors du contexte des méthodes de gradient (ssimplex, algorithmes géenétiques)

> possibilit¢ de définir une approche
hybride ?



