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Décomposition en ondelettes de la solution de NS

• Résolution numérique des équations de Navier-Stokes
incompressibles en dimension 2 et 3 en adaptif :






∂u
∂t + u.∇u + ∇p = ν∆u + f t ≥ 0, x ∈ Rn n = 2 or 3

div u = ∇ · u =
∑n

i=1
∂ui
∂xi

= 0
u(x ,0) = u0(x)

• Discrétisation adaptative en ondelettes :

u(x , tn) ≈ uN(x , tn) =
∑

α∈An

cn
α Ψα(x)

avec Card(An) = N et Ψα ∈ Hdiv,0 = {u ∈ L2/div(u) = 0} .
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Ondelettes à divergence nulle pour le calcul
scientifique

Théorie des ondelettes
P.G. Lemarié-Rieusset, “Analyses multi-résolutions non
orthogonales, commutation entre projecteurs et dérivation
et ondelettes vecteurs à divergence nulle”, 1992.
P.G. Lemarié-Rieusset, “Un théorème d’inexistance pour
les ondelettes vecteurs à divergence nulle”, 1994.
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Lemme fondamental sur la dérivation d’AMR

Proposition (Malgouyres) : [Lem92] Soit (ϕ1, ψ1) une AMR. Si
ϕ1 ∈ C1+ε pour un ε > 0, alors il existe une AMR (ϕ0, ψ0) telle
que :

ϕ′
1(x) = ϕ0(x) − ϕ0(x − 1) , ψ′

1(x) = 4ψ0(x)
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Notation : ψj ,k(x) = 2j/2ψ(2jx − k)
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Ondelettes anisotropes à divergence nulle 2D

Ondelettes à divergence nulle :

Ψdiv
j,k (x1, x2) =

∣
∣
∣
∣

2j2ψ1(2j1x1 − k1)ψ0(2j2x2 − k2)

−2j1ψ0(2j1x1 − k1)ψ1(2j2x2 − k2)

avec j = (j1, j2) ∈ Z2 l’échelle et k = (k1, k2) ∈ Z2 la
position.
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Ondelettes anisotropes à divergence nulle 2D

Ondelettes gradient :

Ψrot
j,k(x1, x2) =

∣
∣
∣
∣

2j1ψ0(2j1x1 − k1)ψ1(2j2x2 − k2)

2j2ψ1(2j1x1 − k1)ψ0(2j2x2 − k2)
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Algorithmes rapides

Cas 2D : Base standard

Ψ1 j,k(x1, x2) =

∣
∣
∣
∣

ψ1(2j1x1 − k1)ψ0(2j2x2 − k2)
0

Ψ2 j,k(x1, x2) =

∣
∣
∣
∣

0
ψ0(2j1x1 − k1)ψ1(2j2x2 − k2)

changée en

Ψdiv
j,k = 2j2Ψ1 j,k − 2j1Ψ2 j,k et Ψn

j,k = 2j1Ψ1 j,k + 2j2Ψ2 j,k
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Calcul des coefficients

Opération sur les coefficients, pour un couple j,k ∈ Z2 :
[

ddiv
j,k

dn
j,k

]

=
1

22j1 + 22j2

[
2j2 −2j1

2j1 2j2

] [
d1 j,k
d2 j,k

]

(∗)

Matrice de changement de base orthogonale.

transformée standard
u1 −→ d1 j,k
u2 −→ d2 j,k







opération (*)
−→

ddiv
j,k

dn
j,k
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Principe de la décomposition de Helmholtz

Décomposition : (L2(Rn))n = Hdiv 0(R
n) ⊕⊥ Hrot 0(R

n)

u = udiv + urot avec udiv = rot ψ , urot = ∇p

Notation : pour u ∈ (L2(Rn))n, u = Pu + Qu

Navier-Stokes : u.∇u −→ P (u.∇u) ∈ Hdiv 0(R
n).

Problème : les projecteurs sur les bases d’ondelettes à
divergence nulle et sur les bases d’ondelettes gradient sont des
projecteurs biorthogonaux.
→ Méthode itérative pour trouver udiv et urot.
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Construction des suites up
div et up

rot

H

H

H

HN

u

u

0

div

n

n

N

div 0

u

udiv
1

1 urot rot rot 0

0

u
u u

u2

0 =
u= 1/2

0

0

1

Hn = vect{Ψn
j,k} , HN = vect{ΨN

j,k}.
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Construction des suites up
div et up

rot

Sommes directes :

(L2(Rn))n = Hdiv,0 ⊕ Hn , (L2(Rn))n = HN ⊕ Hrot,0

En ondelettes :

u = Pdiv u + Qn u , u = PN u + Qrot u

Suite : up = Pdiv up
︸ ︷︷ ︸

up
div

+ Qrot Qn up
︸ ︷︷ ︸

up
rot

+ PN Qn up
︸ ︷︷ ︸

up+1

Finalement :

udiv =

+∞∑

p=0

up
div urot =

+∞∑

p=0

up
rot
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Schéma numérique Navier-Stokes

Schéma semi-implicite en temps :

un+1 = un − δtP [u.∇u]n + δtν∆un+1

sur les coefficients d’ondelettes :

(Id − νδt∆)d div,n+1
i j,k = ddiv,n

i j,k − δtddiv
i j,k(P [(u · ∇)u])

En utilisant :

La décomposition de Helmholtz par ondelettes

Un préconditionneur en ondelettes pour le Laplacien
implicite
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Test avec la simulation “fusion des 3 tourbillons”

t=0 t=10 t=20 t=30 t=40

- code ondelettes splines de degré 1 et 2 les plus simples
- schéma semi-implicite d’ordre 2 pour l’évolution temporelle
- grille 2562, δt = 0.02 et ν = 5.10−5

- 7 itérations pour Helmholtz, 3 pour le laplacien implicite,
- Code utilisant uniquement des transformées en ondelettes
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Coefficients d’ondelettes

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

Part de coefficients d’ondelettes dépassant les seuils :
ε/4, ε/16, ε/64, ε/256, ε/1024, ε/4096, ε/16384
avec ε = sup(dt0)
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Pseudo-adaptatif

nb de coeff activés t=20 t=40
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Effet de l’anisotropie

nb de coeff activés t=20 t=40
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Calculs en O(n)

Séparation des échelles

Estimation de la régularité locale

Perspectives

Passage à l’adaptatif

Conditions aux bords

Équations de Maxwell
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