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Décomposition en ondelettes de la solution de NS

¢ Résolution numérique des équations de Navier-Stokes
incompressibles en dimension 2 et 3 en adaptif :

A 1uvu+Vp=vAu+f t>0,xeR"n=20r3
; oui _
dvu=vV-u=3,5=0

u(x,0) = u’(x)

e Discrétisation adaptative en ondelettes :

u(x,t") & un (X, t") = > cf Wa(x)
a€An

avec Card (An) = N et ¥, € Hgy o = {u € L?/div(u) = 0} .
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Ondelettes a divergence nulle pour le calcul
scientifique

@ Théorie des ondelettes

o P.G. Lemarié-Rieusset, “Analyses multi-résolutions non
orthogonales, commutation entre projecteurs et dérivation
et ondelettes vecteurs a divergence nulle”, 1992.

@ P.G. Lemarié-Rieusset, “Un théoréme d'inexistance pour
les ondelettes vecteurs a divergence nulle”, 1994.
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Ondelettes a divergence nulle pour le calcul
scientifique

@ Théorie des ondelettes
o P.G. Lemarié-Rieusset, “Analyses multi-résolutions non
orthogonales, commutation entre projecteurs et dérivation
et ondelettes vecteurs a divergence nulle”, 1992.
@ P.G. Lemarié-Rieusset, “Un théoréme d'inexistance pour
les ondelettes vecteurs a divergence nulle”, 1994.
@ Résolutions numeriques par ondelettess
@ W. Dahmen, A. Kunoth and K. Urban, “A wavelet-Galerkin
method for the Stokes problem”, 1996.
@ K. Urban, “Wavelet Bases in H(div) and H(curl)”, 2000.
@ C. Albukrek, K. Urban, D. Rempfer, and J. Lumley,
“Divergence-Free Wavelet Analysis of Turbulent Flows”,
2002.

Erwan Deriaz Erwan.Deriaz@imag.fr Ondelettes pour Navier-Stokes



Introduction
Approche adoptée
Bibliographie
Plan de I'exposé

Plan de I'exposé

a Ondelettes a divergence nulle et gradient
@ Construction
@ Algorithmes rapides

e Décomposition de Helmholtz par ondelettes
@ Principe
@ Algorithme

e Navier-Stokes incompressible par ondelettes
@ Le schéma numérique
@ Test sur les trois tourbillons
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Q Ondelettes a divergence nulle et gradient
@ Construction
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Ondelettes a divergence nulle et gradient .
9 g Construction

Algorithmes rapides

Lemme fondamental sur la dérivation dAMR

Proposition (Malgouyres): [Lem92] Soit (¢1,%1) une AMR. Si
@1 € CY< pourun e > 0, alors il existe une AMR (g, ) telle
que:

P1(X) = po(X) —po(x —=1) ,  P1(x) = 41ho(x)

Vot

,/

0 o v1 V1

Notation : 1 k(x) = 2//2(2x — k)
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Ondelettes anisotropes a divergence nulle 2D

@ Ondelettes a divergence nulle :

2izq)y (211xg — Ky )iho(212xz — k)
—2M13)(21xg — k)1 (22xz — k)

avec j = (j1,jo) € Z2 'échelle et k = (k1, ko) € Z2 la
position.

\Uﬁi,‘(’(xl, X2) =
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Ondelettes anisotropes a divergence nulle 2D

@ Ondelettes gradient:

() xp) = 2114jp(201xq — ka)h1(212xz — k7)
AT 72 2291 (211x1 — K1 )1o(22x2 — k2)

d rot \Uj rot
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Construction
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Q Ondelettes a divergence nulle et gradient

@ Algorithmes rapides
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Ondelettes a divergence nulle et gradient
Construction

Algorithmes rapides

Algorithmes rapides

Cas 2D : Base standard

2ix, —k 22y, — k
Vijk(x,x2) = ‘gl( 1~ ka)to(2xz —ka)

Uy (X1, X2) = o ,
2L B2 g (2xg — kg )ipr (2% — ko)

changée en

wﬁi|\</ = 2j2le,k - 2j1l|’2],k et Vi = 2j1""1j,k + 2j2‘U2j,k
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Ondelettes a divergence nulle et gradient
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Calcul des coefficients

Opération sur les coefficients, pour un couple j,k € 72 :

dj(’jli(v _ 1 22 2 dlj,k (*)

Matrice de changement de base orthogonale.

transformée standard

Up — dijk
dsi dn
uz - 2jk ik

opération (*) gldiv
j7k
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Plan

e Décomposition de Helmholtz par ondelettes
@ Principe

Erwan Deriaz Erwan.Deriaz@imag.fr Ondelettes pour Navier-Stokes



Principe

Décomposition de Helmholtz par ondelettes ,
Algorithme

Principe de la décomposition de Helmholtz

Décomposition : (L2(R"))" = Hgyo(R") &+ Hygro(R")
U = Ugy + Urot 8VeC Ugy = Fot ¢ , Urer = VP

Notation : pour u € (L2(R"))", u = Pu+ Qu

Navier-Stokes : u.Vu — P (u.Vu) € Hgyo(R").

Probléme : les projecteurs sur les bases d’ondelettes a
divergence nulle et sur les bases d’ondelettes gradient sont des
projecteurs biorthogonaux.

— Méthode itérative pour trouver Ugy, €t Urg.
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Décomposition de Helmholtz par ondelettes .
Algorithme

Plan

e Décomposition de Helmholtz par ondelettes

@ Algorithme
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Principe

Décomposition de Helmholtz par ondelettes .
Algorithme

Construction des suites ufj, et uf

Haivo
Hn
uo
0
u
div
Hn

041

UN u
1 W = y 12
wa h=Uu
u?

ul ul H

rot ot rot0

Hn = vect{V\}, Hn = vect{V]}}.
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Principe

Décomposition de Helmholtz par ondelettes .
Algorithme

Construction des suites ufj, et uf

Sommes directes :
(L*(RM)" = Havo & Hn,  (L2(R"))" = Hy & Hroo
En ondelettes :
U=PgyU+Qnu, U=PNU+ QiU

Suite : UP = Pgiy UP + Qo QnuP + Py QpuP
—_—— ———— N——_—
ugiv u?ot up+1

Finalement :

“+o00 “+o00
Udiv = Z Uﬁiv Urot = Z Upot
p=0 p=0
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Le schéma numérique

. . . Test sur les trois tourbillons
Navier-Stokes incompressible par ondelettes

Plan

e Navier-Stokes incompressible par ondelettes
@ Le schéma numérique
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Le schéma numérique

. . . Test sur les trois tourbillons
Navier-Stokes incompressible par ondelettes

Schéma numérique Navier-Stokes

Schéma semi-implicite en temps::
u"tt = u" — 6tP[u.Vu]" 4 strAutt
sur les coefficients d’'ondelettes::

(Id — ot A)dS" = dF3" — StdSY (P [(u - V)u))

En utilisant:
@ La décomposition de Helmholtz par ondelettes

@ Un préconditionneur en ondelettes pour le Laplacien
implicite
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Le schéma numérique

. . . Test sur les trois tourbillons
Navier-Stokes incompressible par ondelettes

Plan

e Navier-Stokes incompressible par ondelettes

@ Test sur les trois tourbillons

Erwan Deriaz Erwan iaz@imag.fr Ondelettes pour Navier-Stokes



Le schéma numérique

. . - Test sur les trois tourbillons
Navier-Stokes incompressible par ondelettes

Test avec la simulation “fusion des 3 tourbillons”

t=0 t=10 t=20 t=30 t=40
ke 4 ® . °

- code ondelettes splines de degré 1 et 2 les plus simples

- schéma semi-implicite d’ordre 2 pour I'évolution temporelle
- grille 2562, 6t = 0.02 et v = 5.107°

- 7 itérations pour Helmholtz, 3 pour le laplacien implicite,

- Code utilisant uniguement des transformées en ondelettes
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Le schéma numérique

. . . Test sur les trois tourbillons
Navier-Stokes incompressible par ondelettes

Coefficients d’ondelettes

Part de coefficients d’ondelettes dépassant les seuils :
e/4, /16, /64, £/256, £/1024, /4096, /16384
avec € = sup(dy,)
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Le schéma numérique

. . . Test sur les trois tourbillons
Navier-Stokes incompressible par ondelettes

Pseudo-adaptatif

nb de coeff activés t=20 t=40

erreur relative

Y,

S
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Le schéma numérique

. . . Test sur les trois tourbillons
Navier-Stokes incompressible par ondelettes

Effet de I'anisotropie

nb de coeff activés t=20 t=40

seuil élevé
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Conclusion - Perspectives

Conclusion

Atouts
@ Calculs en O(n)
@ Seéparation des échelles
@ Estimation de la régularité locale

Perspectives
@ Passage a l'adaptatif
@ Conditions aux bords
@ Equations de Maxwell
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