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Considérons un système mécanique ayant un nombre fini d de
degrés de liberté, la position est définie par
q : I = [0, τ ] → E := R

d .
Le système est soumis à une contrainte unilatérale

q(t) ∈ L = {q ∈ E ; g(q) ≤ 0} ∀t ∈ I.

Nous décrivons la dynamique du système impactant par:

M(q)q̈ = µ + f (., q, p) p = M(q)q̇.

supp(µ) ⊆ {t ∈ I : g(q(t)) = 0};

−µ ∈ NL(q) =







{λ ▽ g(q) λ ≥ 0} si q ∈ ∂L,

{0E} si q ∈ IntL
∅ sinon.

Lorsque g(q(t)) = 0, la loi d’impact est définie par:

q̇(t+0) = −eq̇(t−0)+(1+e)projq(t)(q̇(t−0), V (q(t))), e ∈ [0, 1]
Dzonou, Monteiro, Paoli, homme fort1 ’sweeping process’ pour un probl ème de vibro-impact
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Problème (P)

Etant donné (q0, u0) ∈ L × V (q0), on cherche u : [0, τ ] −→ R
d à

variations bornées telle que:

f (t , q, M(q)u)dt − M(q)du ∈ ∂IV (q(t))(
u+(t) + eu−(t)

1 + e
)

avec

q(t) = q0 +

∫ t

0
u(s)ds,

V (q) =

{

{v ∈ E : ∇g(q).v ≤ 0} si g(q) ≥ 0
E sinon,

∂IV (q)(y) =

{

{x ∈ E ;< x , z − y >≤ 0 ∀z ∈ V (q)} si y ∈ V (q),
∅ sinon.

[Moreau 1988]Dzonou, Monteiro, Paoli, homme fort1 ’sweeping process’ pour un probl ème de vibro-impact
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Pour tout entier naturel n ∈ N
∗ on pose h = τ

n ; soit
(tn,i = i ∗ h)n

i=0; on construit les suites (qn,i)0≤i≤n et (un,i)0≤i≤n

de points de E par:























qn,0 = q0;
un,0 = −eu0 + (1 + e)projq0(u0, V (q0)) = u0;
pour 0 ≤ i ≤ n − 1
qn,i+1 = qn,i + hun,i ;

un,i+1 = −eun,i + (1 + e)projqn,i+1(un,i + h
1+e M−1

n,i+1fn,i+1, V (qn,i+1))

où fn,i+1 = f (tn,i+1, qn,i+1, M(qn,i+1)un,j(i)).
j(i) = i si on utilise une version explicite du schéma et
j(i) = i + 1 si on utilise une version implicite.
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Sous les hypothèses:

f : I × E × E → E est continue et localement lipschitzienne
par rapport à ces deuxième et troisième variables.

L’ application q 7→ M(q) est de classe C1 de E sur
l’ensemble des matrices symétriques et définies positives
(s.d.p) que l’on notera Mn,s.d .p,

g : E → R est une fonction de classe C1,1/2(E ; R) et dont
le gradient ne s’annule pas sur un voisinage du bord de L.

Théorème (Résultat de convergence locale)

Pour tout (q0, u0) ∈ L × V (q0) il existe un intervalle
[0, τ∗], τ∗ > 0 sur lequel le schéma converge vers une fonction.

Dzonou, Monteiro, Paoli, homme fort1 ’sweeping process’ pour un probl ème de vibro-impact
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Estimation a priori des vitesses discrètes: soit τ̃ ∈ (0, τ ] et
ñ = E( τ̃

h ). On considère les applications:

G :







(E × E)ñ+1 → E ñ

{(q̃n,i , ũn,i)}0≤i≤ñ 7→ {gn,i}1≤i≤ñ;
gn,i+1 = f (tn,i+1, q̃n,i+1, M(q̃n,i+1)ũn,j(i))0≤i≤ñ;

F :

{

E ñ → (E × E)ñ+1

{gn,i}1≤i≤ñ 7→ {(q̃n,i , ũn,i)}0≤i≤ñ


























q̃n,0 = q0,

ũn,0 = u0,

q̃n,i+1 = q̃n,i + hũn,i ,

x̃ = ũn,i + h
1+e M−1

n,i+1gn,i+1

ũn,i+1 = −eũn,i + (1 + e)projq̃n,i+1
(x̃ , V (qn,i+1)).

Soit W = (B̄(q0, Rτ) × B̄(0, R))ñ+1, on a F ◦ G(W ) ⊂ W .
Dzonou, Monteiro, Paoli, homme fort1 ’sweeping process’ pour un probl ème de vibro-impact
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Estimation des accélérations discrètes.

Lemme

Il existe τ∗ ∈ (0, τ̃ ] et C > 0 indépendantes de n telle que:

[τ∗/h]−1
∑

i=0

|un,i+1 − un,i | ≤ C

On construit les solutions approchées (qn, un).

On peut extraire une sous-suite que l’on notera encore (un)n≥1

telle que: un → v simplement sur [0, τ∗](Helly). On pose
u(t) = v+(t)+ev−(t)

1+e , et q(t) = q0 +
∫ t

0 u(s)ds t ∈ [0, τ∗] on a
qn → q (Ascoli − Arzella)

Dzonou, Monteiro, Paoli, homme fort1 ’sweeping process’ pour un probl ème de vibro-impact
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Lemme

Pour tout t dans I∗ on a:

g(q(t)) ≤ 0.

Soit dµ = |du| + dt une mesure positive, on note par t ′µ et u′
µ

les densités de dt et |du| par rapport dµ.L’inclusion différentielle
se ramène à:

f (t , q, p)t ′µ − M(q)u′
µ ∈ ∂IV (q)(

u(t + 0) + eu(t − 0)

1 + e
). dµ pp

Proposition

Soit J l’ensemble des points de continuité de u alors

f (t , q, p)t ′µ − M(q)u′
µ ∈ ∂IV (q)(u(t)). dµ pp sur J

Dzonou, Monteiro, Paoli, homme fort1 ’sweeping process’ pour un probl ème de vibro-impact
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Résultat de convergence

Idées de la preuve
Propri étés de la fonction limite
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On montre tout d’abord que:

Lemme (Inégalité variationnelle)

Soit 0 ≤ s ≤ t < τ∗ et supposons que z ∈ V (y) pour tout y
dans un voisinage de q([s, t]). Alors:

∫ t
s [f (τ, q, p).(z − v) + (dM

dq v)v .(z − 1
2v)]dτ ≤

(M(q(t))v(t) − M(q(s))v(s)).z − 1
2(|v(t)|2q(t) − |v(s)|2q(s))

On utilise le théorème de Jeffery pour obtenir le résultat.

Dzonou, Monteiro, Paoli, homme fort1 ’sweeping process’ pour un probl ème de vibro-impact
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Lemme

Sur I∗ − J L’ inclusion différentielle se ramène à

v(t + 0) = −ev(t − 0) + (1 + e)projq(t)(v(t − 0), V (q(t))).

On pose ũ = v(t+0)+ev(t−0)
1+e

Pour n suffisament grand il existe i telle que g(qn,i) ≥ 0.

On note i0 le pemier indice qui vérifie g(qn,i) ≥ 0. On
estime la distance entre v(t − 0) et un,i0−1 + hM−1

n,i0
f̃n,i0;

On utilise la continuité de l’opérateur de projection pour
montrer que:
étant donné ε > 0, alors |ũ − un,i0| < ε, pour n
suffisamment grand.
Enfin on estime les variations des vitesses discrètes sous
la forme d’un 0(ε) après la première projection.

Dzonou, Monteiro, Paoli, homme fort1 ’sweeping process’ pour un probl ème de vibro-impact
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Probl ème mod èle
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Théorème (Estimations d’énergie)

Soit (q, u) une solution du problème (P) sur I = [0, τ ]; il existe
τ(R) > 0 tel que:

q(t) ∈ B(q0, Rτ) |u(t)|q(t) ≤ R ∀t ∈ [0, min{τ, τ(R)}].

[Paoli-Schatzman 2002]

Théorème (Résultat de convergence globale)

Il existe (q, u) une solution du problème (P) obtenue via le
schéma numérique sur [0, τ∗] telle que τ∗ ≥ τ(R).

Idée de la preuve

lim sup
h→0

sup{|un,i |qn,i ; 0 ≤ tn,i ≤ τ∗} ≤ ess sup{|u(t)|q(t); 0 ≤ t ≤ τ∗}.

On achève la preuve par un raisonnement par l’absurde .Dzonou, Monteiro, Paoli, homme fort1 ’sweeping process’ pour un probl ème de vibro-impact
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On obtient
M(q)q̈ = f (t , q, u),

avec

M(q) =

[

(m1 + m2)l21 m2l1l2cos(θ1 − θ2)

m2l1l2cos(θ1 − θ2) m2l22

]

f (t , q, u) =

(

mgl1sinθ1 − m2l1l2θ̇2
2sin(θ1 − θ2)

m2gl2sinθ2 + m2l2l1θ̇2
1sin(θ1 − θ2)

)

m = m1 + m2.
La contrainte unilatérale est exprimée par:

g(q) = −cos(θ1) L = {q = (θ1, θ2) ∈ R2; g(q) ≤ 0}

On utilise le schéma implicite et on considère
q0 = (π

3 ; π
3 ), u0 = (0; 0), m1 = m2 = 1; l1 = l2 = 1 T = 6s

Dzonou, Monteiro, Paoli, homme fort1 ’sweeping process’ pour un probl ème de vibro-impact
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Figure: Cas inélastique, e = 0; h = 0.001
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Figure: Cas partiellemement élastique e = 0.8; h = 0.0001.
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Figure: Cas partiellemement élastique e = 0.5 h = 0.0001.
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Figure: Cas partiellemement élastique e = 0.5 h = 0.0001.
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Dire la vérité ne relève pas toujours du mystère c’est un
choix.

Un homme fort(selon la définition existante de Canum) ne
sait pas faire des maths( du moins c mon avis).

Quelles guaranties les noirs ont à faire de la recherche?

Le silence n’est pas toujours un aveu

Dzonou, Monteiro, Paoli, homme fort1 ’sweeping process’ pour un probl ème de vibro-impact
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Probl ème mod èle
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