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Equation de level set

Soit T > 0. Etant donnés Ω un ouvert de R2 et une fonction
F : Ω× [0, T ] → R,
l’équation level set (voir [4]) s’écrit :

Trouver Φ : Ω× [0, T ] → R tel que

∂tΦ(x, t) + F (x, t) |∇Φ| (x, t) = 0, (1.1)

Condition initiale au temps t = 0.

Conditions de bord si Ω 6= R2

Dirichlet

Neumann
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Equation d’Hamilton-Jacobi

En posant H(x, t,∇Φ) = F (x, t) |∇Φ|, on reécrit l’équation précédente
sous la forme suivante :

∂Φ
∂t

+H(x, t,∇Φ) = 0 dans Ω× (0, T ), (1.2)

où H(x, t,∇Φ) s’appelle l’ Hamiltonien.

Solutions de viscosité

‖Φ(., t)− ψ(., t)‖ ≤ ‖Φ0(.)− ψ0(.)‖
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Maillage

Bi = centre du triangle Ki.
Sij = côté commun aux triangles Ki et Kj .
νij = normale au côté Sij orientée de Ki vers
Kj .

Ki

Kj

.
.

Mij

Bi

Bj

Sij

νij

Fig.: Eléments du maillage
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Références

Maillage (suite)

Ω = domaine ouvert borné polygonal.
Th = triangulation de Ω.
N = nombre d’éléments.
M = nombre de noeuds.
Si j ∈ ν(i) alors Kj ∩Ki 6= ∅.
Si i ∈ ν(k) alors Ki contient le point Pk.

Forme générale des schémas

On se donne φn
k , et on calcule φn+1

k par

φn+1
k = φn

k + ∆tHk(Un
1 , ..,U

n
|ν(k)|).

Le procédé de calcul de Un
i , i ∈ ν(k), sera précisé plus tard.

Hk est l’Hamiltonien numérique.
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Consistance

Le schéma est dit consistant

si φ0
k = b0 + a1xk + a2yk ∀(xk, yk) on a φn

k = φ0
k − tnH(a).

Cette propriété est toujours réalisée si l’hamiltonien numérique vérifie
Hk(U , ..,U) = H(U) ∀U ∈ R2.

Monotonie

Etant donnés φn
k ,ψn

k , on calcule φn+1
k et ψn+1

k par

φn+1
k = φn

k + ∆tHk(Un
1 , ..,U

n
|ν(k)|),

ψn+1
k = ψn

k + ∆tHk(V n
1 , ..,V

n
|ν(k)|),

Le procédé de calcul de Un
i et V n

i , i ∈ ν(k), sera précisé plus tard.

Le schéma est dit monotone si φn
k ≥ ψn

k implique φn+1
k ≥ ψn+1

k .
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Espaces d’approximation

V0
h = {λ ∈ L∞(Ω), ∀Ki ∈ Th λ|Ki

∈ R}, de base 1Ki
, i = 1, .., N.

V1
h = {λ continue sur Ω, ∀Ki ∈ Th λ|Ki

∈ P1}, de base λk, k = 1, ..,M.

φn
k ≈ Φ(Pk, t

n), φn
h =

∑M
k=1 φ

n
kλk (φn

h ∈ V1
h).

Un
i ≈ ∇Φ|Ki

, Un
h =

∑N
i=1 Un

i 1Ki
(Un

h ∈ V0
h × V0

h).
Un

k ≈ ∇Φ(Pk, t
n).

Un schéma simple

Calcul de φn+1
h ∈ V1

h

Un
i = ∇φn

h|Ki
, Ũ

n

k =

∑
i∈ν(k) |Ki| |Un

i |∑
i∈ν(k) |Ki|

,

φn+1
k = φn

k −∆tF (Pk, t
n)Ũ

n

k , φn+1
h =

M∑
k=1

φn+1
k λk.
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Autre formulation

∂tΦ + F |∇Φ| = 0.

Si ∇Φ 6= 0, on a : ∂tΦ + F
∇Φ
|∇Φ|

· ∇Φ = 0,

soit encore ∂tΦ + v · ∇Φ = 0,

avec v(x, t,∇Φ) = F (x, t)
∇Φ
|∇Φ|

(x, t).

Difficultés

Equation de convection non linéaire et non conservative

Les méthodes numériques pour les équations de type convection ne
sont pas facilement applicables

Démarche non valable si ∇Φ 6= 0
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Lemme

Soit Dn
k la droite de direction Ũn

k passant par le point Pk, alors cette
droite coupe en amont un triangle d’indice ρ(k) ∈ ν(k).

Une autre approximation de ∇Φ au point Pk est donnée par

Un
k = Un

ρ(k).

.

.

.

.
.

Pk

Bk1
Bk2

Bk3

Bk4

Bk5

ρ(k)=k1

Fig.: Direction caractéristique au point Pk.
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Schéma décentré

On calcule φn+1
h ∈ V1

h, par

1) Un
i = ∇φn

h|Ki
, Ũ

n

k =

∑
i∈ν(k) |Ki| |Un

i |∑
i∈ν(k) |Ki|

,

2) Un
k (lemme),V n

k =
Un

k

|Un
k |
,

3) φn+1
k = φn

k −∆tvn
k ·U

n
k = φn

k −∆tUn
k ,

4) φn+1
h =

k=M∑
k=1

φn+1
k λk.
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Frontière libre

T = 1,
Ω = [−1, 1]× [−1, 1],
Ω est composé de deux sous
domaines Ω+

t et Ω−t séparés
par une frontière libre Γt.

Ω

Ωt
+

Ωt
-

Γt

Fig.: Domaine Ω composé des deux sous ensembles Ω+
t et

Ω−t séparés par Γt
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Test avec une fonction à gradient discontinu

Fig.: solution exacte
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Résultats numériques

Fig.: solution calculée par le
schéma non monotone

Fig.: solution calculée par le schéma décentré
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Références

R. ABGRALL. Numerical Discretization of the First-order
Hamilton-Jacobi equations on Triangular Meshes, Communications
on Pure and Applied Mathematics, 1996.

G. BARLES. (1994). Solutions de viscosité des équations de
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