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@ Etat fondamental d’'un systéeme atomique
Théorie de la Fonctionnelle de la Densité
Détermination des opérateurs potentiels
Algorithme de résolution

Références

@ Mise en ceuvre de la méthode

» Fonctions de base
» Construction de la matrice de rigidité
> Tests de la méthode pour des hamiltoniens linéaires

Q@ Tests numériques et analyse de la méthode

> Orbitales de I'atome d’hélium
> Analyse de la compressibilité des orbitales
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1 Théorie de la Fonctionnelle de la Densité
Hohenberg et Kohn, 64; Kohn et Sham, 65

@ M noyaux atomiques {Zy, Ro}1<a<m fixés dans RS.
@ 2N électrons, N, niveaux d’énergie.

» nombre d'occupation n;, 0 < n; < 1, Zn,

> orbitale yi€ H'(R3), et < v,y >= S,VI,V/ j=1,...,N.

No
Lopérateur densité D : f— Df =Y nj <y, f> ;.
=

No
La trace Tr(A) d'un opérateur A: Tr(A) = Z <Y, Ay >
i=1
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1. Détermination des opérateurs potentiels

Probleme
Soit P={D,D? <D, T (D) =N} .

Trouver D € P qui minimise:
E(D) = 2Tr(HD) + Tr(Vc(D)D) + Exo(D) , avec H= —1A+ V.

@ V est le potentiel d’interaction d’'une orbitale avec les noyaux:

v -y 2%
o=1 |R0€_r|'

@ potentiel de Hartree ou coulombien V:

velplr) = [, 2o

e

Ve(D)(r)
p = 2; ni [wil?.
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1. Détermination des opérateurs potentiels

Potentiel d’échange-corrélation

@ Energie d’échange-corrélation: Ex.(D) = Exs[p].
» Approximation Locale de la Densité (LDA) (Slater 51):

Eclo] = [ exlplp(er.
» Formule de quadrature et approximants de Padé (Hartwigsen et al. 92):

3 _
N >0, 65 = ()P,

 atairstars’tars’
by rs+bp r? +bg rs®+bard

eclp(r)] =
@ Potentiel d’échange-corrélation V..

0€yc

Vie[p] = xc[p] +p -
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1. Algorithme de résolution

Résolution du probléme autocohérent

@ Opérateur de Fock 1
H(D) = H+ V(D) + Vio(D) = =5 A+ V+ Ve(D) + Vie(D)-

@ Equations de Kohn et Sham:
[ﬂ{(D)q;,- = &y, v/':1,...,No.]

@ Algorithme autocohérent: \

- ~ » Diag

D" —— Hy,=H(D") D1
{ J

Itération autocohérente
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1. Références

Utilisation de bases d’ondelettes

@ Fischer et Desfranceschi (1993).

@ Wei et Chou (1996), Tymcak et Wang (1997).
> Daubechies dans DFT.

@ Cho, Arias et al. (1993). Lippert, Arias et al. (1998).
> Ondelettes interpolantes dans la DFT.

@ Harrison, Fann et al. (2003-2004).
> Multiwavelets, systéme résolu sous forme intégrale.
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@ Etat fondamental d’'un systéeme atomique
Théorie de la Fonctionnelle de la Densité
Détermination des opérateurs potentiels
Algorithme de résolution

Méthodes ab initio

© Mise en ceuvre de la méthode

» Fonctions de base
» Construction de la matrice de rigidité
> Tests de la méthode pour des hamiltoniens linéaires

Q@ Tests numériques et analyse de la méthode

> Orbitales de I'atome d’hélium
> Analyse de la compressibilité des orbitales
» Convergence de l'algorithme
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2. Fonctions de base

Analyses multirésolutions biorthogonale et orthogonale de L2(T)

Orbitales y; € V1 y; = ) cupe Dy, Cox =< Wil Py >.
keQy

Potentiels V € V? V= Z VJ k eJ_’k = Z V(k/23J) e‘j?k, Vyk =< V|éJ7k >.
keQy keQy

o T=(R/Z) Q,=]0,...,27 —1]3.
@ Produits tensoriels de fonctions de base 1D périodiques.
@ Dilatation du domaine: de T a (R/LZ)® par adimensionnalisation.

(9,0 Daubechies avec m = 4. Fonction d’échelle 6o
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2. Fonctions de base

Décomposition en ondelettes

7 J-1

f= Y <flpk> Oput ) ¥ Y <fuf)> vl

J
kEQJO e=1j=Jp kGQj
Propriété: W,k a my moments nuls:
/x” Vyk(x)dx=0, n=0,m —1.
T

mp moments nuls pour §; «.

@ Approximation linéaire: si f € H alors ¢, — O(2 7)),
@ non linéaire: si f € By " alors oy (f) = O(N ¢).

Coupe d’'ondelette 3D

m]
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Transformée en ondelettes de la densité électronique de H..
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2. Fonctions de base

Changement de base

Définition (Opérateur de transfert)

Soit X I'opérateur permettant de passer de Vﬂ a V’j :
X(k,k/) = / q)J’k/ é‘j’k, Vke QJ, VK e Q.
T
Soit Z I'opérateur permettant de passer de V{i a Vf} :

Z(k,k/) = /\TeJyk/ ¢J7k, VkeQy, V k' € Q.

1] X Vtz 4 Vll
1] ZT U
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2. Fonctions de base

Exemple

& D6 - I8 primal
. t . © D8 - 16 primal
. D8 - 16 dual
Soit f € V7, de coefficients D: _— ‘ E BE'ICSIdEZI
. E . -
0 Primal 0%:: % & ® C2-16 primal
» Passages successifs dans Vﬁ et ij. 0001 ® ® 2 N
w E
> Erreur ||D—(ZX)"D||y,. ;0'1‘103:“ ° $ . 3
5 16055 _ ]
@ Dual & 1e06f 0 E
. t. St 16—07j |
> Passages successifs dans Vj et V3. 1085 » o
> Erreur ||[D—(X7Z7)"D||,. o I ‘ ‘ ]
2 3 7 3 9
Résolution
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2. Construction de la matrice de rigidité
Définition (Produit)
SoitP, pour N = 2%/

MN(R)XMN(R) — MN(R)
C,D — P=P(C,D), avec Px=CkDx YkeQ,.

i .
o yi=Y ¢ Puk pouri=1,...,N,.
keQy

Coefficients C' = {C‘ij’k}kGQJ .

No o
e Densité p: A=Y n XP(C',C'), exprimée dans V%:
i=

p=Y rxOuk

keQy

@ Hamiltonien:
1 1
HIp] = — 58+ V+Ve(p) + Vio(p) = —5 A+ Vis.
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2. Construction de la matrice de rigidité
@ V dans Vfi: équation de Poisson (Goedecker Chauvin 03):

1
_FAVC = 4mnp,

[ve = o
T

@ Echange-corrélation V,.(x, ) pour tout x;, k € Q.
@ Interaction avec les noyaux V.

—> Potentiel de Kohn et Sham aux points:
Vis(xuk) = V(Xxuk) + Ve(xux) + Vie(Xuk)
Puis on interpole Vks dans fo:

Vks = 2732 Z Vks(xuk) ©uk(r)-
keQy
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2. Construction de la matrice de rigidité

Formulation de Galerkin

HC = &C, H=A+B
1
Ay = — Vo Vo, d
ok 2[2 /T sk VO ar,
By = /TCDJ,k Vs Py dr
_ 273J/2 Z VKS(XJ,k”) /q)J,k eJ,k// ¢J7k/ ar.
K'eQy T

Coefficient de connection

= (Beylkin 92, Sweldens Piessens 94, Dahmen Micchelli 93),
(Fischer 97, 00, Modisette 96)

[T(k,k')| | >107% | >1078 | >107"" | > 1076
# 684 9420 | 14980 | 12475

Distribution des coeff de T selon leur magnitude. t{ = D4 et to = /8.
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2. Construction de la matrice de rigidité
Approximation de B
@ Méthode 1:

| 'B=zPx.
@ Méthode 2:

[

B=zPZ".

Claire Chauvin (LCMI)

)]

¥ QC



2. Tests de la méthode pour des hamiltoniens linéaires
@ Loscillateur harmonique: #H = —%A—i— %|r|2 :
@ Lhydrogéne: H = —%A—i— v(r).

(C1)T A C1
(C1)T ol

0(2 2J(min(my,s) 1))

@ Energie cinétique: egin, =

0,01

0,001

0.0001

le-05= L L L ~4
32 64 128 256 512

I I | L =
32 64 128 256 512

Calcul de I'erreur en 3D pour l'oscillateur harmonique et I'hydrogéne.
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2. Tests de la méthode pour des hamiltoniens linéaires

@ Energie potentielle: ep, =

@ Méthode 1 = O(2 /™).

@ Méthode2 — 0(27‘! min(2m14m2)) ]

Oscillateur harmonique

0.1 T T T
0,01
0,001
0,0001,
1e-05
1e-06
1e-07
1e-08
1e-09

; ; ; ‘
1e107 o4 128 256 512

(cHT B ¢
(CT ¢

0,0001;

1e-05,
1e-06
1e-07
1e-08
1e-09
le-10
le-11¢
le-12¢

le—l%2

I
128

I
256

Atout: complexité linéaire par rapport a dim V'jH et par rapport aux supports de ¢ et 6.
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2. Tests de la méthode pour des hamiltoniens linéaires

(C"T B C'
(C1)T ct
@ Méthode 1 = O(2 /™).
® Méthode2 — O(2 7 mnEmim)y .
Hydrogéne

@ Energie potentielle: ep, =

0,1
0,01

0,01B

0,001 0,001

0,0001
0,0001

1e-05

512

; ; ; ‘ ;
3 o4 128 256 512 le037 o4

Atout: complexité linéaire par rapport a dim Vfi et par rapport aux supports de ¢ et 6.
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3. Orbitales de I'atome d’hélium

Claire Chauvin (LCMI)

ny = np =1/2. Isosurface de
+0.002 a.u. des orbitales 22
& 26 (orbitales 4d). Energies
de ces états —0.203, —0.202,
—0.200, —0.191 et —0.191 H.
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3. Compressibilité des orbitales

@ Ala convergence de l'algorithme: { &/, w/}i—1 v .
@ Compression des orbitales:
» Seuillage des coefficients d’ondelette:

‘ J—1 .
vi= X odacour XL R Vi

ke, e€{0,113\{(0)}j=lo ke,

#\|I1 erreur sur egjn | erreur sur e,
36700 (86%) 0.21077 0.310°8
7864 (97%) 0.6107° 0.810~7
2621 (99%) 0.610°3 0.310°*

I'approximation des énergies cinétique et potentielle.
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J = 6 (262144 coefficients). Compressibilité de I'orbitale occupée de I'hélium, et impact sur
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3. Convergence de I'algorithme

@ Complexité, avec N = 23(/+1):
> O(N) itérations pour V¢, et 1 pour V.

> O((m + m2) N) opérations pour un produit matrice/vecteur.
» Diagonalisation: qq centaines de produits matrice/vecteur.

@ Sur de petits atomes:
> Quelques itérations autocohérentes (< 5).
» Décroissance de I'énergie E" au cours des itérations.
» Energies fondamentales plus basses que les énergies attendues: facteur 2 par
rapport a d’autres simulations (CPMD).
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Résultats

@ Deux méthodes pour résoudre I'équation de Poisson (Goedecker Chauvin 03).
@ Construction de la matrice de rigidité par une méthode combinant méthode de
collocation et formulation de Galerkin.
» Pour traiter le potentiel non linéaire.
» Méthode linéaire en fonction de la discrétisation et du support des fonctions de base.
» Utilisable pour d’autres types de fonctions de base.
@ Mise en évidence de l'intérét des ondelettes dans le calcul de structures
électroniques.
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