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PLAN

• Equation de Landau (homogène) : Structure.

• Décomposition de Littlewood Paley: Espaces de Sobolev
avec poids.

• Application de la Décomposition de Littlewood Paley à la
régularité globale pour l’équation homogène de Landau.
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Equation de Landau

• Forme de l’équation de Landau homogène:

∂tf = aωω′∂ωω′f − cf

aωω′ = aωω′ ∗ f, c = c ∗ f, c = ∂ωω′aωω′ .

• f(t, v) ≥ 0 la densité des particules, dépend du temps
t ∈ R

+ et de la vitesse v ∈ R
N .
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Equation de Landau

• Forme de l’équation de Landau homogène:

∂tf = aωω′∂ωω′f − cf

aωω′ = aωω′ ∗ f, c = c ∗ f, c = ∂ωω′aωω′ .

• f(t, v) ≥ 0 la densité des particules, dépend du temps
t ∈ R

+ et de la vitesse v ∈ R
N .

• a, une matrice positive symétrique

(aωω′(z))1≤ω,ω′≤N = [δωω′ −
zωzω′

|z|2
] | z |2 χ(| z |),

tel que χ est une fonction régulière positive quelconque.
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Equation de Landau

• Forme de l’équation de Landau homogène:

∂tf = aωω′∂ωω′f − cf

aωω′ = aωω′ ∗ f, c = c ∗ f, c = ∂ωω′aωω′ .

• f(t, v) ≥ 0 la densité des particules, dépend du temps
t ∈ R

+ et de la vitesse v ∈ R
N .

• a, une matrice positive symétrique

(aωω′(z))1≤ω,ω′≤N = [δωω′ −
zωzω′

|z|2
] | z |2 χ(| z |),

tel que χ est une fonction régulière positive quelconque.
• Adoptons, sans confusion, l’équation de Landau sous la

forme
∂tf = a∇2f − cf, c = ∇2a.
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Equation de Landau

• Hypothèse(Potentiel dur 0 < γ ≤ 1): On suppose χ
satisfaite les bornes

c(1 + |z|2)
γ

2 ≤ χ(|z|) ≤ C0(1 + |z|2)
γ

2 ,

|∇β(χ(|z|))| ≤ Cβ(1 + |z|2)
γ

2
−β pour tout β ∈ N,

tel que Cβ constante positive, dépend de la variable β.
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Equation de Landau

• Hypothèse(Potentiel dur 0 < γ ≤ 1): On suppose χ
satisfaite les bornes

c(1 + |z|2)
γ

2 ≤ χ(|z|) ≤ C0(1 + |z|2)
γ

2 ,

|∇β(χ(|z|))| ≤ Cβ(1 + |z|2)
γ

2
−β pour tout β ∈ N,

tel que Cβ constante positive, dépend de la variable β.

• Conversation de la masse.
• Décroissance de l’énergie et de l’entropie.
• Propagation des moments (Desv,Vill).
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Théor̀eme: Ŕegularit́e
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Théor̀eme: Ŕegularit́e

• Théorème:
Soit f0 ∈ LlogL(RN ), avec des moments d’ordre 2 + δ pour
δ > 0.
Soit f une solution faible de l’équation de Landau, avec les
bornes sur χ, les conservations des moments et l’entropie.
Alors, pour tout s ∈ R

+, p ∈ R
+, t > 0,

(1 + |v|2)
p

2 f(t) ∈ Hs(RN ).
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Décomposition de LittlewoodPaley
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Décomposition de LittlewoodPaley
• {ψk = ψk(ξ)}k∈N fonctions régulières telles que:

supp ψ0 ⊂ {ξ ∈ R
n, | ξ | ≤ 2},

supp ψk ⊂ {ξ ∈ R
n, 2k−1 ≤ | ξ | ≤ 2k+1} pour tout k ≥ 1,

+∞∑

k=0

ψk(ξ) = 1 pour tout ξ ∈ R
n.
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Décomposition de LittlewoodPaley
• {ψk = ψk(ξ)}k∈N fonctions régulières telles que:

supp ψ0 ⊂ {ξ ∈ R
n, | ξ | ≤ 2},

supp ψk ⊂ {ξ ∈ R
n, 2k−1 ≤ | ξ | ≤ 2k+1} pour tout k ≥ 1,

+∞∑

k=0

ψk(ξ) = 1 pour tout ξ ∈ R
n.

• On définit les opérateurs pk, pour k ≥ 0, par

p̂kf(ξ) = ψk(ξ)f̂(ξ).
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Décomposition de LittlewoodPaley
• {ψk = ψk(ξ)}k∈N fonctions régulières telles que:

supp ψ0 ⊂ {ξ ∈ R
n, | ξ | ≤ 2},

supp ψk ⊂ {ξ ∈ R
n, 2k−1 ≤ | ξ | ≤ 2k+1} pour tout k ≥ 1,

+∞∑

k=0

ψk(ξ) = 1 pour tout ξ ∈ R
n.

• On définit les opérateurs pk, pour k ≥ 0, par

p̂kf(ξ) = ψk(ξ)f̂(ξ).

• Décomposition de Littlewood-Paley:

f =

+∞∑

k=0

pkf pour toute f ∈ S ′.
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Décomposition de LittlewoodPaley
• {ψk = ψk(ξ)}k∈N fonctions régulières telles que:

supp ψ0 ⊂ {ξ ∈ R
n, | ξ | ≤ 2},

supp ψk ⊂ {ξ ∈ R
n, 2k−1 ≤ | ξ | ≤ 2k+1} pour tout k ≥ 1,

+∞∑

k=0

ψk(ξ) = 1 pour tout ξ ∈ R
n.

• On définit les opérateurs pk, pour k ≥ 0, par

p̂kf(ξ) = ψk(ξ)f̂(ξ).

• Décomposition de Littlewood-Paley:

f =

+∞∑

k=0

pkf pour toute f ∈ S ′.

• Lemme : Pour tout s ≥ 0, p ≥ 0,

||f ||2Hs
p
∼

+∞∑

k=0

+∞∑

j=0

2ks2jp||pk(ψjf)||2L2 .
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Preuve: Simplification
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Preuve: Simplification

• Multiplions par ψj, appliquons l’opérateur pk, multiplions
par pk(ψjf) et intégrons en v:

∂t || pk(ψjf) ||2L2 +
1

2

∫

v

aψj∇pk(ψjf)∇pk(ψjf)dv

=
1

2

∫

v

[ ∇2pk, aψj ](ψjf)pk(ψjf)dv

−

∫

v

[ ∇pk, a∇ψj ](ψjf)pk(ψjf)dv−

∫

v

a∇ψj∇pk(ψjf)pk(ψjf)dv

−
1

2

∫

v

[ pk, cψj ](ψjf)pk(ψjf)dv−
1

2

∫

v

(cψj)pk(ψjf)pk(ψjf)dv.
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Preuve: Estimations
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Preuve: Estimations

• Minoration (Ellipticité):
∫

v

aψj∇pk(ψjf)∇pk(ψjf)dv ≥ KC
γ

2

j ||∇pk(ψjf)||2L2 .

K: dépend de moment, énergie et entropie de f.

avec Cj = (1 + 22j).
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Preuve: Estimations

• Minoration (Ellipticité):
∫

v

aψj∇pk(ψjf)∇pk(ψjf)dv ≥ KC
γ

2

j ||∇pk(ψjf)||2L2 .

K: dépend de moment, énergie et entropie de f.

avec Cj = (1 + 22j).

• Inégalité Cauchy Schwartz ⇒ Inégalité différentielle

∂t||pk(ψjf)||2L2+C
γ

2

j ||∇pk(ψjf)||2L2 ≤ C
C

γ

2

j

2(r−1)k
2

Nk

2 ||pk(ψjf)||L2

+CC
γ+2

2

j ||pk(ψjf)||2L2 .
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Preuve: Ińegalit́e différentielle
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Preuve: Ińegalit́e différentielle

• Inégalité Bernstein: ||pk(ψjf)||L2 ≤ C2
Nk

2 ||pk(ψjf)||L1 .

Décomposition de Littlewood PaleyRégularité pour l’équation homogène de Landau – p.9/10



Preuve: Ińegalit́e différentielle

• Inégalité Bernstein: ||pk(ψjf)||L2 ≤ C2
Nk

2 ||pk(ψjf)||L1 .

• Divisons par 2kN , pour k ≥ 0, j ≥ 0

∂tUkj(t) + C
γ

2

j 22kUkj(t) ≤ Kr
kj(t) + CC

γ+2

2

j Ukj(t),





Ukj(t) =
||pk(ψjf)(t)||2L2

2kN
, Cj = (1 + 22j)

et Kr
kj(t) = C

C
γ

2

j

2rk
|| pk(ψjf)(t) ||L1 .
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Preuve: Ŕegularit́e
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Preuve: Ŕegularit́e

• Récurrence sur q: pour β < 1

∞∑

k=0

∞∑

j=0

C
qβ
kj Ukj(t) < Ct0 ,

où Ct0 dépend des moments de f d’ordre γ+2+γqβ
2 .
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Preuve: Ŕegularit́e

• Récurrence sur q: pour β < 1

∞∑

k=0

∞∑

j=0

C
qβ
kj Ukj(t) < Ct0 ,

où Ct0 dépend des moments de f d’ordre γ+2+γqβ
2 .

• f ∈ Hs
p pour tout s > 0, p ≥ γ

2β
(s+N) CQFD.
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