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4 A

MOTIVATION

Modélisation de systemes complexes, ou chaque composante est

décrite par un modele spécifique.

— Modélisation d’écoulements eau-vapeur dans un réacteur

nucléaire.

Problemes de transition de phase.
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(
Sp+ 2(pu) =0,
{ 5: (pu)

Q

D (pu? +p) =0,
0
ox

_|_
L2 (pe) + 2 ((pe + p)u) = 0,

x <0, t>0,

o

PRESENTATION DU PROBLEME

Couplage systeme de la dynamique des gaz/systeme de relaxation :

9 (ap) + 2 (apu) =

x>0, t>0.

Pour z < 0, p =pr(p,€), et pour = > 0, p = pr(a, p,e).

~
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KJ n modele simple de transition de phase : \
Le systeme homogene a 1’équilibre
— Systeme de la dynamique des gaz avec loi de pression

(

(71— 1)pe, p < pi,

p=pe(p,e) =9 (n—1)pie = (2 —1)pse, pi <p < ps,

Approximation par relaxation :

Le systeme homogene de relaxation (HRM)
p=pr(a,p,e) = (11a+v2(1 —a) — 1)pe.
a€(1(10) : pR(Oéeq(p)? P; 8) — pE(ﬂ, 5)-

% (ap) + 2-(pu) = Noplaeq(p) — @)
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4 A

Cas étudié ici :
x < 0: Systeme de la dynamique des gaz avec loi d’état classique

p=p(p,e)
x > 0: Systeme HRM.

La relation entre les deux systemes est donnée par

p(p,e) = pr(aeq(p), p, ).

Systeme HRM : systeme hyperbolique, de valeurs propres

MU)=u—c< XU)=X3U)=u<  \U) =u+c.

¢ = c(a, p,p) = \/(71a+7f0(1_0‘))p est la vitesse du son.
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/ DEFINITION DU COUPLAGE - LE CAS GENERAL \

Le cas des systemes de méme taille :

O+ S Fr(UrL) = S (Up), o+ 5:Fr(Ur) = Sr(Un),

Idée de la méthode du couplage par état - Godlewski et Raviart
(05) :
— imposer a 'interface de couplage la condition

“Ur(0~,t) = Ugr(0",t)", Vt>0.
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/Dubois et LeFloch (88) : \

UL(O_vt) < OL(UR(O+7t))7 Vi> 0,
UR(O+7t) S OR(UL(O_at))v Vi> 07

ou, pour a,b € )
Or(a) = {WL(O_,U, a) : U € Q}

et
OR(b) — {WR(O+,[), U) U € Q},

Wi (5,Uq,Uqg) et Wr(F,Ug,Uqg) désignant, respectivement, la
solution du probleme de Riemann pour les systemes homogenes
associés aux systemes de gauche et de droite, de donnée initiale

Uy, x <0,

Us, x«>0.
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4 A

Le couplage par état modifié consiste a coupler en d’autres

systemes de variables.

SiVp =¢r(Up) et VR = pr(Ug), on impose désormais la condition

"Vi(07,t) = Vr(0T,t)”, Vt>0.
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/ LLE CAS DU COUPLAGE DU SYSTEME D’EULER 3 x 3 \
ET DU SYSTEME HRM

Nous faisons un couplage dans les variables suivantes :

VL — (pvuap) et VR — <&7p7uap)'
Vi € Qv ={(p,u,p) €R® : p>0, p>0},
Vi € Quvp = {(a,p,u,p) € R* : « €[0,1],p>0, p>0}.

R : VL = (p,u,p) — VR — (aeq(p)apvuap)
P . VR — (aapauap) — VL — (pauvp)

Les conditions de couplage s’écrivent

(pu,0)(07,) € Op(p,u,p) (07,1)), ¥ 1 >0,

(a,p,u,p) (07,¢) € OR((Ozeq(p),p,u,p) (O_,t)), Vit> 0.
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Pour a € Qv 1, et b € Qy g,
@L(a) == {ZL(O_7V7 CL) Ve QV,L};

et

~

OR(b) = {ZR(0+,b, V) Ve QV,R}-

Zr(%,Vy,Va) et Zr(%,Vy, Va) sont respectivement les solutions du
probleme de Riemann pour le systeme d’Euler et pour le systéeme
HRM homogene, de donnée initiale

Vg, <0,
Vi, x> 0.
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INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES CONDITIONS
DE COUPLAGE

Objectif :
Etant donné Vy= (pa, uq, pa) cQy et Vo= (ay, pg,ug,pq) €EQv R,
décrire les ensembles Op (Vy) et Or(V,).

L’ENSEMBLE Og (V).

OR {ZR O+ Vg,V> Ve QV,R}-

Soit Zr(7,Vy, V) une solution du probleme de Riemann pour le

systeme HRM homogene. 4 situations sont possibles :
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Pour décrire ’ensemble Or(V,) il est nécessaire :

— Etudier les courbes d’onde pour le systeme HRM ;

— Etudier le signe de la vitesse des ondes.
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/Soient \

Ck(V,) la courbe des états U que l'on peut relier a V,, a droite, par
une 1—onde admissible;
C}%’_(Vg) la partie de cet ensemble correspondant a des ondes de

vitesse négative et H}Q’_(Vg) sa projection dans le plan u — p.

Théoréme 1. L’ensemble Or(V,) est l'union des 4 ensembles
(V,} UCK™ (V) US™ (V) UV (V)

ol

S™(Vy) = {(@poup) : (u,p) € Iy (V,), w0, acf0,1], p>0}

et V= (V) est un volume de [’espace a 4 dimensions tel que

V= (Vy) C{(e, p,u,p) : u < O}.
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/L’ENSEMBLE Or(Vy). \

De maniere analogue, on considere

C3 (V) 'ensemble des états U que 'on peut relier & Vg, & gauche,

par une 3—onde admissible ;

C%Jr(Vd) la partie de cet ensemble correspondant a des ondes de

vitesse positive et Hi’+(Vd) sa projection dans le plan u — p.

Théoreme 2. L’ensemble Or(Vy) est Vunion des 4 ensembles
(ViU (V) uST(Vy) UVt (Vy),
ol
St(Va) = {(p,u,p) : (u,p) €7 (Vy), u>0, p>0}

et VT (Vy) est un volume de ’espace tel que

VY (Va) C{(p,u,p) € Qv + u>0}.
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LLE PROBLEME DE RIEMANN COUPLE \

Objectif :

Résoudre le probleme couplé avec une donnée de Riemann

VQ — (pgaugang)a r < O,
Vd — <&d7pd7ud7pd)7 x > 0.

On se restreint aux solutions V' “continues” et a 1’équilibre a
I’interface, i. e.,

V:v(f) _ ) (osu,p) (), <0,

(o, p,u, p) (),

~+|8 «+8

> 0,

tels que

K (Oz,p,u,p)(()"') — (Oéeq(,O),p,U,p)(O_)-

/
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Soient

Vi (Vy) = {ZL(07,V,, V) : V ey},

Ve(Vy) ={Zr(0",V.Vy) : V € Qur}.

— Si V(%) est une solution continue du probleme de Riemann
couplé, alors V(07) € V(V,) et V(01) € Vr(V,);

— Si Vo = (po, uo, po) est tel que Vo € V(V;) et
(cteq(po), Vo) € Vr(Vy), alors on peut construire une solution

continue du probleme de Riemann couplé qui vaut Vg en & =07

et (qteq(po), Vo) en ¥ =07.
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LES ENSEMBLES V1 (V,) ET Vr(Vy).

Il existe des ensembles Cr ' (Vy), ST(Vy), VT(Vy) et
Cr=(V,), S=(V,), V=(V,) tels que

VR(Vd) = {Vd} U CA;L%’—F(VCZ) U 3+(Vd) U ]}+(Vd>,

et
VL (Vy) = {Va} UCE™ (V) US™ (V) UV (Vy),
avec
ST(Va), VY(Vy) € {(a,p,u,p) : u> 0}
et

A

S’_(Vg), V= (V) C {(p,u,p) cu < O}.
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RESOLUTION DU PROBLEME DE RIEMANN COUPLE.

i. Si (aeq(pg),Vy) € Vr(Va) — La solution du probleme de

Riemann couplé coincide avec la solution du probleme de Riemann

(eq(pg), V), = <0

pour le systeme HRM de donnée initiale :
Vi, x>0

ii. Si (po,u0,po) € Cp~ (V) et
(teq(p0), po, 0, po) € Crt (Va) UST (Vy) UVH(Vy) — Tl existe une
solution du probleme de Riemann couplé qui est constituée d’une

1—onde gauche et de une, deux ou trois ondes droites.

(Conclusions analogues pour les conditions symétriques).
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