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Problématique

Calcul du champ magnétique génére par un électro-aimant
constitué :

@ d’'un inducteur Qg parcouru
par un courant de densité |
indépendant du temps

@ d’'un noyau ferromagnétique |
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Plan de I'exposé

@ Formulation du probléme de la magnétostatique
@ Couplage E.F. - formule de représentation intégrale

@ Calcul du champ magnétique
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1 - Le probleme de la magnétostatique

On part des équations de la magnétostatique :
dvB = 0 dans R3
rotH = j dans Qs /%
rooH = 0 dans (Qs

B = uoH dans les milieux non Q
magnétiques.

CANUM'06 S.Balac - ICJ - INSA de Lyon Couplage éléments finis - formule intégrale en magnétostatique



1 - Le probleme de la magnétostatique

On part des équations de la magnétostatique :
dvB = 0 dans R3
rotH = j dans Qs /%
rooH = 0 dans (Qs

B = uoH dans les milieux non Q
magnétiques.

@ On introduit une loi de comportement (linéaire) pour le
noyau ferromagnétique <2 :

B = pouH ol p € [102,103].
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1 - Le probleme de la magnétostatique

On part des équations de la magnétostatique :
dvB = 0 dans R3
rotH = j dans Qs /%
rooH = 0 dans (Qs

B = uoH dans les milieux non Q
magnétiques.

@ On introduit une loi de comportement (linéaire) pour le
noyau ferromagnétique <2 :
B = pouH ol p € [102,103].
@ On décompose le champ magnétique H de la maniere
suivante :
H - HS + Hm

ou ...
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[J Le champ Hg vérifie :

divHs = 0 dans R3
rotHs = |j dans Qg
rotHs = 0 dans Qg
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[J Le champ Hg vérifie :

divHs = 0 dans R3

rotHs = j dans Qs
rotHs = 0 dans Qg
On montre que :
. N 1
Hs(x) = jy)AVyG(x,y)dy ou G(x,y)= m

Qs

[ Hs se calcule en évaluant cette intégrale volumique par
guadrature numeérique.
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[0 Le champ Hy, est solution du probleme :

rot Hnm =0 dans R3
div Hmy, =0 dans Q et (Q
[#tHm-n] = [u]Hs-n atravers ¥ =00
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[0 Le champ Hy, est solution du probleme :

rot Hnm =0 dans R3

div Hmy, =0 dans Q et (Q
[#tHm-n] = [u]Hs-n atravers ¥ =00

OnaHy =—V¢ avec ¢ solution du probléme :
A =0 dans Q et (Q
(P) [M &b} = [p](Hs-n) atravers
on ——
=49

Caractéristique : probléme 3D en domaine non borné.
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[1 Résoudre (P) par une méthode E.F. standard nécessite de
borner le domaine de calcul en introduisant une frontiere
artificielle et de construire une condition aux limites sur cette
frontiére.

0 M. LENOIR and A. JAMI. A variational formulation for exterior
problems in linear hydrodynamics, Comp. Meth. Appl. Mech. Eng.,
vol. 16, pp. 341-359 (1978).
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2 - Couplage E.F. - formule de représentation intégrale

|
N

Formule de représentation intégrale

Le potentiel ¢ solution de (P) vérifie pour x ¢ ¥,
(n— 1/g G(x,y) doy — (. — 1/¢> n(X,y) doy

ou G(x,y) = et Gph(x,y) = VyG(x,y)-n

4n HX— |
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On borne le domaine de calcul en introduisant une frontiere
artificielle ' arbitrairement proche de ¥. On résout
le probléme :

Ao =0 dans Q et Qrs
0 R
(Py) Lu 6?15] = (u—1)g atravers ©
)p

%Jrgb = (u—1)h surl

ou

/gy)Dnyday /(Z) D"Gn(x,y) doy
etDrG:§+G.

onr
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Formulation variationnelle
On note Qr = QU Qsr.

Trouver ¢ € HY(Qr) tel que pour tout 1y € H(Qr)

u/V¢-Vz/JdX+ QUV(b-deX—&-/r(ﬁwd’y
(u— 1)/u / ) D" G (x y)dax}d'yy
= -0 [gvdet (-1 [0w) {/ng DfG(x,y>dax} dhy
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On montre que :

@ Le probléme (Py) admet une unique solution ¢ € H(Qr)
qui est la restriction de la solution du pb (P) au
domaine Qr.

@ Lerreur de discrétisation par E.F. isoparamétriques de
Lagrange Py se comporte en O(h¥).

0 S. BALAC and G. CALOz. Coupling of FEM and integral
representation in magnetostatics, submitted to Int. J. Numer. Model.
(2006).
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Caractéristiques de la méthode

@ Possibilité de localiser le calcul dans un voisinage de Q

@ Utilisation d’E.F. classiques (Lagrange)
Matrice non symétrique mais de taille « raisonnable » et
creuse

@ Pas d'intégrale singuliere (I' # %)

Mise en oeuvre numérique avec le code MELINA (D. Martin)
http://perso.univ-rennesl.fr/daniel.martin/melina
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3 - Calcul du champ magnétique

OnaH = Hs + Hy avec Hy = —V¢ donné par
= J1(X)

Hn(x) = (= 1)( [ 0) VuG(x.y) doy @

/ ?(y) VxGn(X,y) day)
bx

= Jz(X)

[0 Le champ magnétique H s’obtient ponctuellement (par ex.
nceuds d’'une surface de contrble) par évaluation des 2
intégrales de surface J1(x) et Jo(X).
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Le calcul de Hy, par cette formule est inefficaces pour
des valeurs de . > 10 et l'erreur est d'autant plus
grande que p augmente.

Table: Valeurs de la composante principale de J; et J,, de Hy, calculé

par la relation (1) et valeur exacte pour ;. = 103,

I J1(Xk) Jo(x«) | Hmpar(l) | Hmexact |
X1 | 0.9266 10% | 0.9327 10* | —0.4792 10° | —0.2284 10°
X, | 0.8897 10* | 0.8954 10* | —0.4522 108 | —0.2193 10°
X3 | 0.7437 10* | 0.7529 10* | —0.7301 108 | —0.1847 106
X4 | 0.8534 10* | 0.8629 10* | —0.7577 10° | —0.2116 10°
x5 | 0.6962 10* | 0.7087 10* | —0.9959 10° | —0.1740 10°
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[J On cherche a étudier le comportement de ¢ et Hy, en
fonction de p.

On écrit les développements asymptotiques suivants :
) 1 . 1 .
bl = ¢p+ =]+ Sd5+...
| 0T 01T 2%

1 1
Blog = o5+ =05+ =505+ ...
|UQ 0 1 1 Mz
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[J On cherche a étudier le comportement de ¢ et Hy, en
fonction de p.

On écrit les développements asymptotiques suivants :
. 1 . 1 .
dla = o+ 1+ 5+
0T 01T 2%

1 1
(b‘ﬂﬁ = ng—i-;(ﬁi—f—?(ﬁg-i-...

de l'ordre de I'erreur
numérique de la méthode
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Pour tout k € N, les fonctions ¢}, € H(Q) et ¢f € W3(CQ) sont
les uniques solutions des problémes couplés suivants :

Ay =0 dans Q A¢g =0 dans CQ
; et )
Ond = F(Ondi 1) sur X o = ¢  sur X
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Pour tout k € N, les fonctions ¢}, € H(Q) et ¢f € W3(CQ) sont
les uniques solutions des problémes couplés suivants :

Ay =0 dans Q A¢g =0 dans CQ
; et )
Ond = F(Ondi 1) sur X o = ¢  sur X

En particulier : _
{ Agy =0 dans Q

Ondly = sur ¥
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Hm (X) / y) VxG(X,y) — (y) VxGn(XaY)) doy

/ (Z ) VxGn(x,y) doy.

k
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Hn(x) = (1= 1) [ (909) VxBOx.y) = 05(y) VaGn(x.¥))

/ (Z ) VxGn(x,y) doy.

k

Hm (X)

Q

_1 .
— /zsb'l(y) VxGn(x,y) doy
-1 .
"‘MT / P5(y) VxGn(X,y) doy
K T
[0 S. BALAC and G. CALOz. Cancellation errors in an integral for

calculating magnetic field from reduced scalar potential, IEEE Trans.
on Magnetics, vol. 39, pp. 1997-2002 (2003).
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Conclusion

@ La méthode présente certains avantages pour de
I'optimisation de forme d’un électro-aimant.

e Permet une localisation du calcul : la frontiere I peut étre
placée trés proche de la frontiere du noyau
ferromagnétique .

o Possibilité de calculer le champ magnétique de maniéere
ponctuelle (et non globale) en des nceuds d’une surface de
contrdle.
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Conclusion

@ La méthode présente certains avantages pour de
I'optimisation de forme d’un électro-aimant.

e Permet une localisation du calcul : la frontiere I peut étre
placée trés proche de la frontiere du noyau
ferromagnétique .

o Possibilité de calculer le champ magnétique de maniéere
ponctuelle (et non globale) en des nceuds d’une surface de
contrdle.

@ Mise en ceuvre de la méthode pour des probléemes
axisymétriques.

CANUM'06 S.Balac - ICJ - INSA de Lyon Couplage éléments finis - formule intégrale en magnétostatique



