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Contexte

Ecoulements en eaux peu profondes : systeme de Saint-Venant

(%) 4. =

2
(8(;;1)) +V.(hu®u)+V (%) + Termes Sources = 0

(h,u,q = hu) : hauteur d’eau, vitesse, quantité de mouvement ; g : gravité.

4. Obtenu par analyse asymptotique de Navier-Stokes sous I'hypothese
“eau peu profonde”

4. Systeme hyperboligue de lois de conservation

4. |mportance des termes sources
o Topographie ~ Schémas Well-balanced
o Friction, viscosité ~» modeles visqueux, multicouche, avalanche
o Coriolis, centrifuge ~~ meétéo, climat

~ Problématique : Concilier les deux aspects (stabilité et précision)
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Situation et objectifs

Ecoulements en eaux peu profondes sur un domaine en rotation

(%?)T +V,.(hu) =0

2
(@(g)) LV, (hu®u)+ Vs (%) 20 % (hu) + h8 x (2 x X7) =0
Force de Coriolis Force Centrifuge

(h,u,q = hu) : hauteur d’eau, vitesse, quantité de mouvement.
(€2, g) : vecteur rotation, gravite.
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Situation et objectifs

Ecoulements en eaux peu profondes sur un domaine en rotation

(%?)T +V,.(hu) =0

(a(gtu)>r + Vy.(hu®u) + V, (%) + 202 x (hu) + A2 X (2 x x") =0

Quantité de mouvement relative  Force de Coriolis Force Centrifuge

(h,u,q = hu) : hauteur d’eau, vitesse, quantité de mouvement.
(€2, g) : vecteur rotation, gravite.

4. Simulations en temps long

o Conservation des quantités discretes
o hauteur d’eau (immediat : Volumes Finis)
# quantité de mouvement inertielle  (plus difficile)
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Situation et objectifs

Ecoulements en eaux peu profondes sur un domaine en rotation

(g—?)r +V,.(hu) =0

(a(g:))r + Vy.(hu®@u) + V. <%) + 202 x (hu) + A2 X (2 x x") =0

Gradient de pression Force de Coriolis

(h,u,q = hu) : hauteur d’eau, vitesse, quantité de mouvement.
(€2, g) : vecteur rotation, gravite.

4. Simulations en temps long
o Conservation des quantités discretes
o hauteur d’eau (immediat : Volumes Finis)
# quantité de mouvement inertielle  (plus difficile)
4. Ecoulements quasi-géostrophiques
o Preservation de I'équilibre géostrophigue discret
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Un schéma conservatif : forme générale

Ecoulements en eaux peu profondes sur un domaine en rotation

(%?)T +V,.(hu) =0

(8(;:)) + Vy.(hu®u) + Vi (%) + 202 x (hu) + A2 X (2 x x") =0

T
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Un schéma conservatif : forme générale

Ecoulements en eaux peu profondes sur un domaine en rotation

(%?)T +V,.(hu) =0

(a(hu))r + Vy.(hu®u) + Vi (%) + 202 x (hu) + A2 X (2 x x") =0

ot

Forme générale d'un schéma conservant la quantité de mouvement inertielle
discrete : > . hiu; + hi' 2 x x7'

Cco; + Ccei = QZAtSin (

QAL
2

) At Q x (hiu;)

QAL 2

]C]Z{ QXX —|—]?‘Z-j]

+ 2 sin (QAt> Athi Q x (2 X x;)
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Un schéma conservatif : une méthode

Ecoulements en eaux peu profondes sur un domaine en rotation

(%?)T +V,.(hu) =0

(0(;:)) + Vy.(hu®u) + Vi (%) + 202 x (hu) + A2 X (2 x x") =0

T

Difficulté : Pas accés direct a la quantité de mouvement inertielle
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Un schéma conservatif : une méthode

Ecoulements en eaux peu profondes sur un domaine en rotation

Oh

ot 2

Difficulté : Pas accés direct a la quantité de mouvement inertielle
ldée . Revenir aux équations écrites dans le repere inertiel !

Probleme continu

Repere relatif

N .
Probleme continu Probleme discret
Repere inertiel Repere relatif

Probleme discret

Repere inertiel

(2) +5.m -

(a(h“))r +V,.(hu®u) + Vs (ﬂ) +260 % (hu) + hS2 x (2 x ) =

0

0
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Discretisation des équations inertielles

Ecoulements en eaux peu profondes sur un domaine en rotation (repere
inertiel !)

d(hi) P gh?\
< 57 >'+VZ.(hu®u)+V1< 5 =0

(ﬁ, a,q = fzﬁ) . hauteur d’eau, vitesse, quantité de mouvement (dans le repere

inertiel)

Intérét . Conservation immeédiate de la quantité de mouvement inertielle

(Volumes Finis)
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Discretisation des équations inertielles

Ecoulements en eaux peu profondes sur un domaine en rotation (repere
inertiel !)

d(hi) P gh?\
< 57 >'+VZ.(hu®u)+V1< 5| =

(ﬁ, a,q = Aﬁ) . hauteur d’eau, vitesse, quantité de mouvement (dans le repere
inertiel)

Intérét . Conservation immeédiate de la quantité de mouvement inertielle
(Volumes Finis)

Difficultés  : Plus d'accés direct a la vitesse relative
et domaine (et maillage !) mobile(s) dans le repere inertiel
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Volumes Finis sur des maillages mobiles 2d

Points clés :
Maillage en rotationdans le repeére inertiel
Maillage fixedans le repere relatif

e Quantités inertielles et relatives
x" = Rq(t)x’

h(xT,t) = h(x!,t)

u(x,t) = Ra(t)(a(x',t) — Q x x')
cos(Q2t)  sin(Qdt)
—sin(Q2t)  cos(2t)

Volume de contrdle ou Ra(t) = [
dans le repere (x,y,t)

n+ %
V.

(2

. anti
e Vecteur normal (sortant) & S;." 2

N (t,x%) o ( Ra(t — ") (t") >

Y — (9 x xI) .AfY (")
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Volumes Finis sur des maillages mobiles 2d

Points clés :
Maillage en rotationdans le repeére inertiel
Maillage fixedans le repere relatif

e Quantités inertielles et relatives
x" = Rq(t)x’

h(xT,t) = h(x!,t)

u(x,t) = Ra(t)(a(x',t) — Q x x')
cos(Q2t)  sin(Qdt)
—sin(Q2t)  cos(2t)

Volume de contrdle ou Ra(t) = [
dans le repere (x,y,t)

n+ %
V.

(2

. anti
e Vecteur normal (sortant) & S;." 2

N (t,x%) o ( Ra(t — ") (t") )

Y — (9 x xI) .AfY (")
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Un schema conservatif

At
: e Z
At QAL At
n—+1 n q
—q = F4
@A rcmmsm( >R<2>Z g
2 . [ QAt At
—AtQAtsm ( ) (7) Q xq;
R

“eramen (3) R (5 )Z(F”XX”>

—hITQ X x; + AP R(ADQ X x4

ou F" et Fj; sont les flux de masse et de quantité de mouvement classiques
(dans le repere relatif).
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Un schema conservatif

At
: e Z
At QAL At
n+1 n =t q
@ rcmAtS”l( >R<2>ZFW
2 . QAL At
—AtQAtsm ( ) (7) Q xq;
R

_éfmitsm(mt) ( )Z( 92 x x5 )

—hTIQ X x; + AP R(ADQ X x4

ou F" et Fj; sont les flux de masse et de quantité de mouvement classiques
(dans le repere relatif).
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Un schema conservatif

_ éf‘ Z (FZ;Q X Xij)

J

—R?TMQ X x; + hI'R(AD)Q X x; + o(At)

ou FZ’; et Fj; sont les flux de masse et de quantité de mouvement classiques
(dans le repere relatif).
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Un exemple numérigue

T T T T T T T T T T T T T

I
/
/

e
P T RUTR FORTI NN SUNUR UNRL | OUNOT YO0 NP CNOUNY - S0 | INORRC UL (OO o

T T T T T T T T T T T T

Conditions initiales :
Hauteur d’eau (isovaleurs)
et vitesse (vecteurs)

0.618
0.616
0.614
0612 |
0.61 |
0.608 |
0.606
0.604 |

0.602
0

T T
"CoriolisTest20' u 2:

6
"CoriolisTest40’ u 2:6
"CoriolisTest80" u 2:6

"CoriolisTest160’ u 2:6
'CoriolisTestNew’ u 2:6

]
P O% X+
i

Evolution de la quantité de mouvement
en fonction du temps (repere inertiel)
(Méthodes classique (centrée) et conservative)
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Le terme de Coriolis

Terme source discret dans le schéma conservatif

2 . [ QAt At "
—AtQAtsm (T) R (7> Q x q;

At 2 . [QAt At
_ . i <—2 ) R <7) Z (FZZ’Q X Xij)

J

—hITIQ X x; + AP R(AD)Q X x4
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Le terme de Coriolis

Terme source discret dans le schéma conservatif

2 . [ QAt At "
—AtQAtsm (T) R <7> Q x q;

At 2 . [QAt At
_ . i (—2 ) R (7) Z (FZZ’Q X Xij)

J

—hITIQ X x; + AP R(AD)Q X x4

Probleme : Comment distinguer force de Coriolis et force centrifuge ?
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Le terme de Coriolis

Terme source discret dans le schéma conservatif

— At > sin (Q—At> R (At> Q x q;

QAL 2 2
At 2 . [(QAt At
T Az Sin (—2 ) R <7> Z (FZ};Q X (X5 — xz))

J

At 2 . (QAt) (At) << h) >
— sin| — | R| — E Fii | X x;
\C’Z\ QAL 2 2 -

—hTIQ X x; + AP R(AD)Q x x4

Probleme : Comment distinguer force de Coriolis et force centrifuge ?

ldée . Faire apparaitre un terme local
puis utiliser le schéma sur la hauteur d’eau

h’g+1 — h — |C | ZF”
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Le terme de Coriolis
Terme source discret dans le schéma conservatif

2 . [ QAt At "
— AtQAtsm (T) R <7> Q x q;

At 2 QAL At
_ ’C‘ QAtSln (—2 ) R (7> Z (FZ};Q X (Xij — XZ))

J

n 2 . QAL At

. ”(L—f—l L . nE=l = '
hz (R(O) Q:tsm< 5 )R( 9 ))QXXz
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Le terme de Coriolis
Terme source discret dans le schéma conservatif

2 . [(QAt At n

At 2 . [(QAL At
_ ’C‘ QAtSln (—2 ) R <7> Z (Fz};ﬂ X (Xij — XZ))

J

n 2 . [ QAt At

. n—f—l L . nE= = '
hz (R(O) Q:tSHl( 5 )R( 5 ))QXXz
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Le terme de Coriolis

Terme source discret dans le schéma conservatif

— AtQ x q;

\C’\ Z(F Q) x ( ij—Xi))

hi + ki
— At — +2 L — QX (2 X x;)
+o(At)
Terme Coriolis Terme Coriolis Terme centrifuge

centre décentré centré semi-implicite
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Coriolis centré / décentré

Conditions initiales :
Hauteur d’eau (isovaleurs)
et vitesse (vecteurs)
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7 7
Décentré
] ] i
’//// = A /,/,/'7"\\
W)

\
\a/

20x20 40x40

80x80
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Coriolis centre / décentré - Maillages anisotropes

‘/“\“‘, f\’/\/,\[.\\

] 3 /] \ ]
J " . %
] 3 LA IS \ * |
; 7 Dt A NSO\ g A s O\
/ sl £ // NN E| E XA R i
o S i o b N / / 24
\ 7] - / — YA e e % / — \ ~d
f \ rak g 7 RN R cilrds / 8 \
/ ! S E ( ) 1) 4 q F BT ) ]
) i $ "y
\ / 7 E L NN\t ) ) B~ i e ? IS H
LS H e B £ P " "3
5 / i E e S 3 E N e #
g Fa e e =g 4 | — \\ R /
s E = o / y g s Ny i /
h / \ By o \
\ 3 3 \ \ / / k| 3 \ y
\
. Ll Loy .

Décentré

/ ’ / o \\\ ) - — i P - - .
A A S — e —
- N N -— =
TNOOK . —
-------- / /- \\‘> — e e —_— - ——
[ ‘ ¢
| & / - E sl
“““““ S22 ——— —
N S S —— —— — — =—
OO\ e o P e —— S — | _———————a—
\ R P = = .
\ s Py S - —
\\ ey -
I \\ A L L L l/ L "\ \\\\\\\\\

Conditions initiales :
Hauteur d’eau (isovaleurs)
et vitesse (vecteurs)

20x20 20x40 20x80
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Un schema equilibré

2

4. Equilibre géostrophique : V. (%) + 20 x (hu) =0
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Un schema equilibré

. , : _ gh®
4. Equilibre géostrophique : V. BN

+2Q x (hu) =0

4. Probleme : Discrétisation consistante des termes sources !
» Introduction d’une pression de Coriolis

Vpe+ 20 x hu=20

# Reésolution d'une équation de Poisson sur la grille duale

******************************
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Un schema equilibré

. , : _ gh®
4. Equilibre géostrophique : V. BN

+2Q x (hu) =0

4. Probleme : Discrétisation consistante des termes sources !
# Introduction d’une pression de Coriolis

o Reésolution d’'une équation de Poisson sur la grille duale

. 1
Ape (k) + 1Crl 2Q Z Fil). i) =0

******************************

La encore la pression de Coriolis est construite a partir des flux de masse
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