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Description de probleme

= Probleme de valeur propre:

Au(e) + M(e)u(e) =0, dans ., etu(e) =0 surde. (1)

(. C R3, domaine borné.
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Description de probleme

= Probleme de valeur propre:
Au(e) + M(e)u(e) =0, dans ., etu(e) =0 surde. (1)

(). C R3, domaine borné.

00 = {7e(s,t) = (s, t)+€06(s,t), (s,t) €[0,7] x[0,2n],e € R}.
Les fonctions (s, t) et 8(s, ) : [0, 7] x [0, 27] — R sont
analytiques, w-périodique suivant le variable s, et 27r-périodique
suivant le variable ¢.
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Description de probleme

= Probleme de valeur propre:
Au(e) + M(e)u(e) =0, dans ., etu(e) =0 surde. (1)

(). C R3, domaine borné.

00 = {7e(s,t) = (s, t)+€06(s,t), (s,t) €[0,7] x[0,2n],e € R}.
Les fonctions (s, t) et 8(s, ) : [0, 7] x [0, 27] — R sont
analytiques, w-périodique suivant le variable s, et 27r-périodique
suivant le variable ¢.

=

Aug + Nupg =0, dans Qp, etug =0 sur 9. (1)
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Travaux antérieurs

— F. Rellich (1969),
— J.E. Osborn (1975),
— T. Kato (1980),
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Méthodes intégrales

Théoreme 1(Kato, Rellich): Il existe g > 0, tel que pour |e| < €, la famille

"Ap-group" formée des m—valeurs, ()\?(e)) : Comptés suivant la

I<j<m
multiplicité. En plus, ce sont des fonctions analytiques en € et vérif iant,

)\?(O) - )\%, J = 1---m. Les fonctions propres normalisées associées au
"Ap-group" des valeurs propres sont analytiques et leurs valeurs en 0

{u{ }1<;<m sont des solutions linéairement indépendantes.
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Méthodes intégrales

Théoreme 1(Kato, Rellich): Il existe g > 0, tel que pour |e| < €, la famille

"Ap-group" formée des m—valeurs, ()\?(e)) : Comptés suivant la

I<j<m
multiplicité. En plus, ce sont des fonctions analytiques en € et vérif iant,

)\?(O) - )\(2), J = 1---m. Les fonctions propres normalisées associées au
"Ap-group" des valeurs propres sont analytiques et leurs valeurs en 0

{u{ }1<;<m sont des solutions linéairement indépendantes.

= La solution fondamentale G associée a I'opérateur A + k2,

dans R? est:
cikllz—y]

G(z,y) = (1)

Ar|lz — ||
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Méthodes intégrales (suite)

= On introduit 'opérateur:
S\ : HY2(09Q,) — HY?(8%,)

S(A):g— . G(y)g(y)do(y).

Pour toute fonction ¢ et pour x € 0€.,

S(N)g(z) = (SI(N)g)+(x) = (SI(N)g)-(z)
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Méthodes intégrales (suite)

= On introduit 'opérateur:

S\ : HY2(09Q,) — HY?(8%,)

S(A):g— . G(y)g(y)do(y).

Pour toute fonction g et pour x € 0f).,

S(N)g(z) = (SI(N)g)+(x) = (SI(N)g)-(z)

SI(\) est 'opérateur de simple couche (voir:J.-C. Nédélec, 2001 et
D. Colton et R. Kress, 1983).

On pose, H; (|0, 7[x]0,2x[) = H*(R?/]0,7[x]0, 27), pour ¢ € R.
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Méthodes intégrales (suite)

— Changement de variables, (M.E.Taylor, 1996) on aura:
Proposition 1: Lopérateur

Ae(N) - Hy 20, [x]0, 27]) — H,(J0, 7[x]0, 2n]);

AN F(5,8) =(SONF (™)) (els, 1) =
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Méthodes intégrales (suite)

— Changement de variables, (M.E.Taylor, 1996) on aura:
Proposition 1: Lopérateur

Ae(N) - Hy 20, [x]0, 27]) — H,(J0, 7[x]0, 2n]);

AN F(5,8) =(SONF (™)) (els, 1) =

27 T
/ / G (1e(5, ), 75 ) [V el ) F (') dt
0 0
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Méthodes intégrales (suite)

— Changement de variables, (M.E.Taylor, 1996) on aura:
Proposition 1: Lopérateur

Ae(N) - Hy 20, [x]0, 27]) — H,(J0, 7[x]0, 2n]);

AN F(5,8) =(SONF (™)) (els, 1) =

27 T
/ / G (1e(5, ), 75 ) [V el ) F (') dt
0 0

pour f € Hﬁ_l/2(]0, 7[x]0, 27]) est analytique de type Fredholm d’indice

0. En plus, Ae_l()\) est méromorphique et ses poles sont dans {%(z) < O}.
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Régularité et comportement asymptotigue

= Introduisons les polyndmes:

A — )\1(6) )
Aje) — Ai(e)”

QLN =TI . (

Dans l'esprit des resultats de (Ammari,2003) en dimension 2:
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Régularité et comportement asymptotigue

= Introduisons les polyndmes:

. A — )\z €
Q‘Z()‘) — H?:l,z‘;éj()\j(e) _ )(\Zz

6))7 jzla"'77_6<m-

Dans l'esprit des resultats de (Ammari,2003) en dimension 2:
Proposition 2: Il existe une constante 0 < €1 < €g tel que pour

€ €| — €1, €1/, la projection orthogonale de Hﬂ_l/2 (10, w[x]0, 27[) sur
Ker(Ac(\j(e))) est donnée par:

1 .
Pile)= g | QUNAT )orALNAN

On peut construire une base orthonormale de K er(A(\;(€))) qui soit ana-

lytique en (s,t,€) € R x Rx] — €1, €1].
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Régularité et comportement asymptotique (suite)

Théoreme 2: Soit ICy un voisinage de ﬁo dans R3. Il existe une constante
€2 > ( choisit de sorte que la base orthonormale des fonctions propres

(uj(e))j associées aux "\g-group”, ()\?(e))] dans H(2.) dépend

analytiquement de (x, €) € ICg x| — €3, €2]. De plus, ces fonctions propres
verif ient le développement asymptotique uniforme suivant:

U g (6) — u{) + Z ujmen,
n>1

avec la famille {ug)}j forme une base des fonctions propres associées a )\% et

normalisées dans L?(£)g).
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Régularité et comportement asymptotique (suite)

— |dée de la preuve: Proposition 2 --» il existe une base
orthonormale

(bih<isuiayn(stie € Hy *(0,x[x]o,2x])  du
Ker(Ac(N\j(e))), qui est analytigue dans R x Rx| — e3,e€3].
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Régularité et comportement asymptotique (suite)

— |dée de la preuve: Proposition 2 --» il existe une base
orthonormale

(b1 1<i<m(a. () (5,85 €) € Hy (10, m[x]0, 2n[) du
Ker(Ac(A;(e))), qui est analytigue dans R x Rx] — €3, €3].
SI(N\;(€))di (v~ 1, €) forme une base de fonctions propres

associés au probléme (1) et le procede d’orthogonalisation de
Shmidt qui donne le résultat.
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Régularité et comportement asymptotique (suite)

— |dée de la preuve: Proposition 2 --» il existe une base
orthonormale

(dig)1<i<h(a @) (5,8 €) € Hy 72(10,7[x]0, 2x]) du
Ker(Ac(A;(e))), qui est analytigue dans R x Rx] — €3, €3].
SI(N\;(€))di (v~ 1, €) forme une base de fonctions propres

associés au probléme (1) et le procede d’orthogonalisation de
Shmidt qui donne le résultat.
Lemme 1: Les fonctions données patr,

Us j(€)(x) = SI(A;(€)) i (v, €)

sont analytiques en (z,€) € KgXx| — €3, €3].
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Régularité et comportement asymptotique (suite)

— |dée de la preuve: Théoreme de Cauchy-Kawaleski. Il reste a
justif ier le comportement asymptotique de ces fonctions lorsque
e — 0.

/W/ G(A(€), |z —7e(s,1))o(x, €)|[Ve(s,t)|dsdt. (2)
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Régularité et comportement asymptotique (suite)

— |dée de la preuve: Théoreme de Cauchy-Kawaleski. Il reste a
justif ier le comportement asymptotique de ces fonctions lorsque
e — 0.

/W/ G(A(€), |z —7e(s,1))o(x, €)|[Ve(s,t)|dsdt. (2)

D’autre part,

G(A(e), [z = 7e(s,8)])[Vels, 1) = G (Ao, |2 = v(s, )|V (s, 1) |+

Z Gka(l’, S, t))

k>1
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Régularité et comportement asymptotique (suite)

— |dée de la preuve: Théoreme de Cauchy-Kawaleski. Il reste a
justif ier le comportement asymptotique de ces fonctions lorsque
e — 0.

/W/ G(A(€), |z —7e(s,1))o(x, €)|[Ve(s,t)|dsdt. (2)

D’autre part,

G(A(e), [z = 7e(s,8)])[Vels, 1) = G (Ao, |2 = v(s, )|V (s, 1) |+

Z Gka(l’, S, t))

k>1

uniformément pour z € Kg et (s,t) € [0, 7] x [0, 27].
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Régularité et comportement asymptotique (suite)

Proposition 2 =

3(s,t,€) = d(s,t)(= po(s, 1)) + Y _ (s, 1),

k>1

uniformément en (s, t) € [0, 7] x [0, 27].
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Régularité et comportement asymptotique (suite)

Proposition 2 =

3(s,t,€) = d(s,t)(= po(s, 1)) + Y _ (s, 1),

k>1

uniformément en (s, t) € [0, 7] x [0, 27].
Donc,

k 27 T
€)(x) = x e _n(s n(x,s,t)dsdt|.
Ue)(z) = U(0)( >+; [Z/O /quk o(5, )Gz, 8, £)dsd]
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Estimations de convergence

uj(e):u‘6+eu{—|----

A2(€) = AZ + €Ay + -
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Estimations de convergence

uj(e):u‘6+eu{—|----
A2(6) = N3+ ehi + -

Lemme 2: Soient les fonctions u;(€) et uy), pour j = 1, -+, m, données
par Théoreme 2. Alors:

IV (uj(€) — )|l z2(ay < CjlQ\Q0|?,

C’j dépend de A\ et de u% mais indpendant de €.

|
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Estimations de convergence (suite)

— |dée de la preuve:
Il existe a; > 0 tel que Q¢ C Q. et 90 N 0Ny = 0, pour

0<e<oa.
On déf inie I'ouvert borné, Q. = Q.\Q et on pose:

w(e) = uj(e) — u% pour 0 < e < inf(e2, 1)
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Estimations de convergence (suite)

— |dée de la preuve:
Il existe a; > 0 tel que Q¢ C Q. et 90 N 0Ny = 0, pour

0<e<oa.
On déf inie I'ouvert borné, Q. = Q.\Q et on pose:

w(e) = uj(e) — u% pour 0 < e < inf(e2, 1)
Problemes (1) et (2) =,

—Aw = Xw+ (N — )\(2))106 dans €. (2)
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Estimations de convergence (suite)

--+ On pose,
F(w) = A2w+ (A2 — X2)ud,

on a: |
| F(w(e)ll e (0 < (1 + 225 gl o= )-
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Estimations de convergence (suite)

--+ On pose,
F(w) = A2w+ (A2 — X2)ud,

on a: |
|F(w(e)ll (0. < (1 +228) upll L= ().

D’autre part, —Aw(e) = F(w(e)), dans Q..
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Estimations de convergence (suite)

--+ On pose,
F(w) = Aw + (A = \g)up,
on a: |
IF(w(€)ll L.y < (14 2M) 1wl o (c20) -
D’autre part, —Aw(e) = F(w(e)), dans Q..
|.P.P =

Vv € Hi (2 /Vw Vvda:—/~ F(w(e))vdx
2
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Estimations de convergence (suite)

--+ On pose,
F(w) = Mw + (A% — \§)u?

on a: |
| F(w(e)ll e (0 < (1 + 225 gl o= )-

D’autre part, —Aw(e) = F(w(e)), dans Q..
|.P.P =

Vv € Hi (2 /Vw Vvda:—/~ F(w(e))vdx
2

= dCp > 0 telle que

| Vwll 2. < Co(l + 228)|Qel ™ 115 L= 00)-
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Estimations de convergence (suite)

Théoreme 3: Soient les fonctions -y, (3 et ). déf inies comme precedement et

soient les fonctions u;(€) et u{), pour j = 1,--- ,m, données par Théoreme
2. Alors,

() 30 < ez <1/M, M = max|0(s,t)| et une constante positive k](.l)

qui dépend de A, uj, et M mais indépendante de € telle que:
0 17

(1) 1/2
je/

luj(€) — uhll 2oy < K ., pour0 < € < es.
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Estimations de convergence (suite)

Théoreme 3: Soient les fonctions -y, (3 et ). déf inies comme precedement et

soient les fonctions u;(€) et u{), pour j = 1,--- ,m, données par Théoreme
2. Alors,

() 30 < ez <1/M, M = max|0(s,t)| et une constante positive k](.l)

qui dépend de A, uj, et M mais indépendante de € telle que:
0 17

(1) 1/2
je/

luj(€) — uhll 2oy < K ., pour0 < € < es.

(2)

(I) 30 < e4 < €3 et une constante k;” telle que pour j = 1,--- ,m:

M) — M3l < k(-2)e%, pour 0 < € < 4.
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Estimations de convergence (suite)

— |dee de la preuve: (i) Supposons que (), est une sphere de
rayon oo > 0. La preuve s’acheve une fois qu’on applique
I'inégalité de Poincaré sur Lemme 2.

|
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Estimations de convergence (suite)

— |dee de la preuve: (i) Supposons que (), est une sphere de
rayon oo > 0. La preuve s’acheve une fois qu’on applique
I'inégalité de Poincaré sur Lemme 2.

(i) Pour ¢ € L?(Q,), on introduit 'opérateur T, = v, OU v,
solution du probleme:

—Ave = dans €., v.=0 surofl.. (2)
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Estimations de convergence (suite)

— |dee de la preuve: (i) Supposons que (), est une sphere de
rayon oo > 0. La preuve s’acheve une fois qu’on applique
I'inégalité de Poincaré sur Lemme 2.

(i) Pour ¢ € L?(Q,), on introduit 'opérateur T, = v, OU v,
solution du probleme:

—Ave = ¢ dans €., ve=0 surof).. (2)

De méme, on introduit 'operateur Ty = vy.

|
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Estimations de convergence (suite)

--+ On pose

ot 1 (e) = —
o) e) = :
RS PYID

Ho =

Remarquons que (u;(e), u;(e)) (resp.(xo, ug)) est un elément
propre de 1, (resp. de T1p).

|
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Estimations de convergence (suite)

--+ On pose

o = ~5  etuj(e) = X2(e)

Remarquons que (u;(e), u;(e)) (resp.(xo, ug)) est un elément
propre de 1, (resp. de T1p).
--+ On Introduit:

(2)

1 m
:Eg

|
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Estimations de convergence (suite)

Lemme 3: Soit €3 la constante donnée par (i). Alors:

1/ 4 K; telle que
o — fie)] < K1€'/?.
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Estimations de convergence (suite)

Lemme 3: Soit €3 la constante donnée par (i). Alors:

1/ 4 K; telle que
o — fie)] < K1€'/?.

2/ 4 K> telle que pour tout 7 = 1,--- ,m,

i) — pol™ < K™/,
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Estimations de convergence (suite)

Lemme 3: Soit €3 la constante donnée par (i). Alors:

1/ 4 K; telle que
o — fie)] < K1€'/?.

2/ 4 K> telle que pour tout 7 = 1,--- ,m,
() — o™ < e,

— |dée de la preuve: la famille {«]} est orthonormale:

T — ol r(p; (0)) max; || Teuy — Toupllz2(a)

VAN

max; ||Teu) — Tougl|L2(.)-
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Estimations de convergence (suite)

En posant, zj(e) = xaiu;(e) et 2 = sruj --» z; €t ) sont
solutions de (1) et (2).
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Estimations de convergence (suite)

En posant, zj(e) = yryu;(e) e 2 = spuf - 2; et zj sont
solutions de (1) et (2).
() =
l2i(€) — Allzaay < k2.
Par des raisons de compacité sur 1, et d’apres (i), on a:

| Tewd) — Towd | 2 < KD (1 + Cte)el/2 @
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Estimations de convergence (suite)

(€) = b1 J_ 1.0 __, . atd
En posant, z;(e) = X uj(€) et zp = szuy --» z; et z; sont

solutions de (1) et (2).
() =
l2i(€) — Allzaay < k2.

Par des raisons de compacité sur 1, et d’apres (i), on a:

| Tewd) — Towd | 2 < KD (1 + Cte)el/2 @

Introduisant cette relation dans le théoreme d’'Osborn:

1 1 m m
2 om Z Z Te)up, ud) + €/20(1).
0 j:1

_7=1

La preuve s’acheve par re-application de la relation (2).
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Estimations de convergence (suite)

Soit Te(ye) = pji(e)ye telle que,

’yeHLz = 1. On choisit @* €

Ker((uo — T3)™) de telle sorte que (y., ") = 1
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Estimations de convergence (suite)

Soit Te(ye) = p;(€)ye telle que, ||ye||2 = 1. On choisit
w* € Ker((uo —15)™) de telle sorte que (y., w*) =1 =

[{(o—p3(€))" @™, ye)| = [((Ho—115(€))" ", ye) = ((Ho—Tp) " @, ye)|
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Estimations de convergence (suite)

Soit Te(ye) = p;(€)ye telle que, ||ye||2 = 1. On choisit
w* € Ker((uo —15)™) de telle sorte que (y., w*) =1 =

[{(o—p3(€))" @™, ye)| = [((Ho—115(€))" ", ye) = ((Ho—Tp) " @, ye)|

et donc,
m—1
o — pi ()™ < o — &) > llwo — T |I™ (2)
1=0
max |((j(€) — To)ye, V7).

[~ [I=1
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Estimations de convergence (suite)

D’autre part, Vy* € R(P;(0)*), avec ||[¢*|| = 1, on peut écrire (en
utilisant I'estimation d’Osborn):

[{(11(€) = To)ye, )| = [{(Pj(€)) ™" Pj(e)(Te — To)ye, )| =

[(Te — To)ye, (P(e) ™" Pi(€))™¥")

< c.€||yellzz | (P (e) T Ps(€)) 9™ 2,
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Estimations de convergence (suite)

D’autre part, Vy* € R(P;(0)*), avec ||[¢*|| = 1, on peut écrire (en
utilisant I'estimation d’Osborn):

[{(11(€) = To)ye, )| = [{(Pj(€)) ™" Pj(e)(Te — To)ye, )| =

[(Te — To)ye, (P(e) ™" Pi(€))™¥")

< c.€||yellzz | (P (e) T Ps(€)) 9™ 2,

ou ¢ est une constante positive.
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Estimations de convergence (suite)

D’autre part, Vy* € R(P;(0)*), avec ||[¢*|| = 1, on peut écrire (en
utilisant I'estimation d’Osborn):

[{(11(€) = To)ye, )| = [{(Pj(€)) ™" Pj(e)(Te — To)ye, )| =

{(Te = To)ye, (Pi(e) ™ Pj(e))"y™)]
< c.€||yell 2| (Pj (€)= Pj(€)) ™| 2,
ou ¢ est une constante positive.

La norme || P;(e)|| est bornée en e. D’autre part, pour e assez

petit et pour f € R(P;(0)) avec || f| = 1,
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Estimations de convergence (suite)

on a

1= | P(e)fIl = 1P (0)FIl — 1P (e) £l < 1(P;(0) — Py(e)) £ < ;
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Estimations de convergence (suite)

on a

1= | P(e)fIl = 1P (0)FIl — 1P (e) £l < 1(P;(0) — Py(e)) £ < ;

--» || P;(e) || < 2 pour € assez petit
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Estimations de convergence (suite)

on a
L—|[Pi(e)fll = 1P 0)fIl = 1P (e) fII < [[(P5(0) — Pj(e)) fI| < %
-—> ||Pj(e)~!|] < 2 pour € assez petit =
o — pi(e)|™ < €| — fie)]. 2

ce qui détermine la preuve du Lemme.
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Estimations de convergence (suite)

= La démonstration du théoreme se termine une fois qu’on
remarque que Vj =1,--- ,m,

| ’)\3(6) — M2

\Mo — M '(6)
! A2(e)\5
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Estimations de convergence (suite)

= La démonstration du théoreme se termine une fois qu’on
remarque que Vj =1,--- ,m,

| ’)\3(6) — M2

\Mo — M '(6)
! A2(e)\5

et que pour e assez petit on a [A%(e) Aj] < 5.
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Conclusion

— Eff icacité de la technique des équations intégrales.
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Conclusion

— Eff icacité de la technique des équations intégrales.

— Deformation réguliere du bord = Perturbation analytique
des éléments propres .
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Conclusion

— Eff icacité de la technique des équations intégrales.

— Deformation réguliere du bord = Perturbation analytique
des éléments propres .

— Evaluations des estimations de convergence sur les
fonctions et les valeurs propres dont les termes majorants
déependent de I'ordre de multiplicité m.

|
Effet de la perturbation du domaine sur le comportement asymptotique et estimations de convergence des éléments propres de I'opérateur de Laplace — p.25/25



Conclusion

— Eff icacité de la technique des équations intégrales.

— Deformation réguliere du bord = Perturbation analytique
des éléments propres .

— Evaluations des estimations de convergence sur les
fonctions et les valeurs propres dont les termes majorants
déependent de I'ordre de multiplicité m.

— Etude, dans un prochain travail, de la relation entre la
croissance de I'ordre de multiplicite m et entre la "vitesse"
de convergence des éléments propre ainsi qu’une validation
numerique possible.
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